
Technische Universiteit Delft Mekelweg 4

Faculteit Informatietechnologie en Systemen 2628 CD Delft

Tentament Kansrekening en Statistiek voor Technische Aardwetenschappen,

7 juli 2000, 14.00-17.00

Het tentamen bestaat uit twee delen. Het eerste deel bestaat uit 15 meerkeuze vragen. De antwoorden van dit meerkeuzedeel

moet u op een antwoordformulier invullen. Vergeet niet uw handtekening op dit formulier te zetten, en uw studienummer

in te vullen �en aan te strepen. Er is ruimte voor een studienummer van zeven cijfers, u mag zowel vanaf links als vanaf rechts

beginnen in te vullen. Het tweede deel bestaat uit open vragen. De antwoorden op de open vragen moeten zijn voorzien

van een korte argumentatie. Beide delen tellen even zwaar. Gedurende het tentamen mag een zelfgemaakt uittreksel van

hooguit twee A4 gebruikt worden en een rekenmachine.

1. De gebeurtenissen A;B en C zijn onafhankelijk en P (A) = P (B) = P (C) = p. De kans dat

minstens �e�en van de gebeurtenissen A;B of C optreedt is gelijk aan

a) 3p b) p3 c) 3p� 3p2 + p3 d) 1� p3.

2. Gegeven is: A en B zijn gebeurtenissen met P (AjB) = 0:4, P (A) = 0:2 en P (B) = 0:3. Dan is

P (BjA) gelijk aan

a) 0:3 b) 0:4 c) 0:6 d) 0:75.

3. Zij X een stochast met de verdelingsfunctie

F (x) =

8<
:

0; x � 0p
x; 0 < x � 1

1; x > 1:

Wat is de verdelingsfunctie van de stochast Y = X
1

3 voor y 2 (0; 1]:

a) y
1

3 b) y3 c) y
2

3 d) y
3

2 .

4. Men werpt 5 keer met een zuivere dobbelsteen en noteert als X het aantal keer dat zes gegooid

wordt. Wat is de variantie van 2X + 3?

a) 100=36 b) 91=6 c) 28=6 d) 25=36.

5. Men beschikt over een dataset die men opvat als een realisatie van onafhankelijke stochasten

X1; X2; : : : ; Xn. Men veronderstelt dat elke Xi een continue verdeling heeft met dichtheid

f(x) =

(
2x

�2
; 0 � x � �

0; anders

waarbij � > 0 onbekend is. Wij beschouwen de volgende schatter voor �:

T = a(X1 +X2 + :::+Xn) + b:

Voor welke waarden a en b is T een zuivere schatter voor �:

a) a = 2n

3
; b = 0 b) a = 3

2n
; b = 0 c) a = 3

2
; b = 1 d) a = 3

2n
; b = �1.

6. Zij X een stochast met de verdelingsfunctie

F (x) =

8<
:

0; x � �2
x=4 + 1=2; �2 < x � 2

1; x > 2:

Dan is de variantie van X gelijk aan

a) 8=3 b) 4=3 c) 1=4 d) 3
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7. De simultane dichtheid van twee stochasten X en Y is gegeven door

f(x; y) =

�

; x 2 [�2; 2]; y 2 [0; 1]
0; anders

Dan is 
 gelijk aan

a) 1 b) 1

2
c) 1

4
d) 4

8. X en Y zijn stochasten met eindige verwachtingen E(X) en E(Y ). De relatie E(XY ) = E(X)E(Y )
geldt

a) altijd

b) nooit

c) als X en Y dezelfde verdeling hebben

d) als X en Y onafhankelijk zijn.

9. De levensduur (in uren) van een bepaald soort lamp heeft verdelingsfunctie

F (t) =

�
0; t � 0

1� e�0:01t; t > 0:

De kans dat een lamp na t = 50 uur nog werkt is

a) 0:394 b) 0:607 c) 0:006 d) 0:5.

10. De kansverdeling van een stochast X is gegeven door

X �2 �1 1 2

p 0:1 0:3 0:2 0:4

Dan is E(X2) gelijk aan

a) 2:5 b) 0:25 c) 0:5 d) 1

11. Stel dat wij beschikken over een dataset van 100 metingen die wij opvatten als een realizatie van

onafhankelijke stochasten X1; X2; :::; X100. Elke Xi heeft een Uniforme verdeling op [4; 10]. Men

berekent het gemiddelde van deze stochasten: �Xn. Dan is de variantie van �X100 gelijk aan

a) 3 b) 0:3 c) 0:03 d) 1/3

12. Op basis van een aantal metingen test men of de dioxine concentratie in een bepaald brandstof-

monster aan de milieunormen voldoet. Zo niet, dan wordt deze brandstof afgekeurd. In feite, toetst

men voor elk brandstofmonster de hypothese H0 : C � Cmax tegen H1 : C > Cmax bij signi�-

cantieniveau � = 0:05, waarbij C de ware concentratie en Cmax maximale toegestande concentratie

zijn. Welke van de onderstaande beweringen is juist? Voor grote aantaal brandstofmonsters zal

a) 95% van de monsters die hogere dioxine concentratie hebben dan maximaal toegestaan is, worden

afgekeurd

b) 5% van de monsters die hogere dioxine concentratie hebben dan maximaal toegestaan is, niet

worden afgekeurd

c) 5% van de monsters die lagere dioxine concentratie hebben dan maximaal toegestaan is, worden

afgekeurd

d) 95% van de monsters die afgekeurd worden, hebben in werkelijkheid hogere dioxine concentratie

dan maximaal toegestaan is.

13. Tijdens de spitsuren heeft het aantaal treinen in Moskou metro die per minuut bij een station

aankomen een Poisson verdeling met parameter � = 1. Dan is de kans dat in �e�en minuut geen

treinen aankomen

a) e b) 1=e c) 1� e d) 1� 1=e

14. De simultane verdeling van de stochasten X en Y wordt gegeven door de volgende tabel:

X = 0 X = 1 X = 2

Y = 0 1

8

2

8

2

8

Y = 1 1

8

1

8

1

8

De covariantie van X en Y is gelijk aan

a) 3=8 b) 0 c) �3=64 d) 1=8.
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15. X; Y zijn stochasten die alleen de waarden 1, 2, 3 en 4 aan kunnen nemen, en voor de simultane

verdeling geldt

P (X = k; Y = l) =

�
1=8 als k + l oneven is

0 als k + l even is
Er geldt:

a) X en Y zijn onafhankelijk

b) X en Y zijn afhankelijk, maar ongecorreleerd

c) X en Y zijn afhankelijk, en positief gecorreleerd

d) X en Y zijn afhankelijk, en negatief gecorreleerd
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Deel 2: Open vragen

Er zijn 4 open vragen. Het is voldoende 3 daarvan te maken. Je mag zelf kiezen welke 3 je gaat maken. Laat bij elke vraag

zien hoe je aan het antwoord bent gekomen. Een vraag waarbij alleen het antwoord is vermeld, wordt niet goed gerekend.

1. Van n gemeten levensduren x1; x2; :::; xn wordt verondersteld dat zij uitkomsten zijn van onafhanke-

lijke en identiek verdeelde stochasten X1; X2; :::; Xn met de dichtheid

f�(x) =

�
2�xe��x

2

; x � 0

0 ; x < 0

(Dit is de zogenaamde Weibull verdeling). De parameter � is onbekend.

Bepaal de maximum likelihood schatter voor �.

2. Een aannemer koopt zakken cement bij een locale �rma. De zakken horen 94 pond te wegen. De

aannemer besluit om na te gaan of hij krijgt waarvoor hij betaald en weegt 10 zakken. Hij vindt:

94.1 93.4 92.8 93.4 95.4 93.5 94.0 93.8 92.9 94.2 (pond).

Aannemende dat deze waarnemingen afkomstig zijn uit een normale N(�; �2) verdeling, waarbij �
en � onbekend zijn, willen wij toetsen

H0 : � = 94 tegen H1 : � < 94

bij signi�cantieniveau � = 0:05.

a) Wat is de toetsingsgrootheid T? Bepaal zijn waarde op grond van de data en geef de kritieke

waarde en het kritieke gebied van deze toets.

b) Wordt de nulhypothese verworpen of niet?

c) Geef de 95% betrouwbaarheidsinterval voor �.

3. a) Formuleer de ongelijkheid van Tchebyche�.

b) Stel je gooit 1000 keer met een munt. Schat met behulp van Tchebyche� ongelijkheid de kans

dat het aantal keren munt en het aantal keren kop meer dan 200 van elkaar verschillen. M.a.w.,

geef de schatting voor P (jaantal kop� aantal muntj � 200).

4. De simultane dichtheid van twee stochasten X - de porositeit van een olie reservour, en Y - de

concentratie van een bepaalde gas in dit reservour is gegeven door

f(x; y) =

(
2

5
(x + 4y); x 2 [0; 1]; y 2 [0; 1]

0; elders

a) Wat is de marginale dichtheid en de verwachtingswaarde van de porositeit?

b) Wat is de kans dat porositeit van een reservour hoogstens 0.3 is?

c) Zijn porositeit en gasconcentratie onafhankelijk? Bepaal de covariantie van porositeit en gascon-

centratie.
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z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641

0.1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247

0.2 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859

0.3 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 3483

0.4 3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 3121

0.5 3085 3050 3015 2981 2946 2912 2877 2843 2810 2776

0.6 2743 2709 2676 2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451

0.7 2420 2389 2358 2327 2296 2266 2236 2206 2177 2148

0.8 2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867

0.9 1841 1814 1788 1762 1736 1711 1685 1660 1635 1611

1.0 1587 1562 1539 1515 1492 1469 1446 1423 1401 1379

1.1 1357 1335 1314 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170

1.2 1151 1131 1112 1093 1075 1056 1038 1020 1003 0985

1.3 0968 0951 0934 0918 0901 0885 0869 0853 0838 0823

1.4 0808 0793 0778 0764 0749 0735 0721 0708 0694 0681

1.5 0668 0655 0643 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559

1.6 0548 0537 0526 0516 0505 0495 0485 0475 0465 0455

1.7 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367

1.8 0359 0351 0344 0336 0329 0322 0314 0307 0301 0294

1.9 0287 0281 0274 0268 0262 0256 0250 0244 0239 0233

2.0 0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0188 0183

2.1 0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143

2.2 0139 0136 0132 0129 0125 0122 0119 0116 0113 0110

2.3 0107 0104 0102 0099 0096 0094 0091 0089 0087 0084

2.4 0082 0080 0078 0075 0073 0071 0069 0068 0066 0064

2.5 0062 0060 0059 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048

2.6 0047 0045 0044 0043 0041 0040 0039 0038 0037 0036

2.7 0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026

2.8 0026 0025 0024 0023 0023 0022 0021 0021 0020 0019

2.9 0019 0018 0018 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014

3.0 0013 0013 0013 0012 0012 0011 0011 0011 0010 0010

3.1 0010 0009 0009 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007

3.2 0007 0007 0006 0006 0006 0006 0006 0005 0005 0005

3.3 0005 0005 0005 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003

3.4 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0002

Tabel 1: Rechteroverschrijdingskansen P(Z � z) van de standaard normale verdeling.
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kn� 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 0.0005

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 127.321 318.309 636.619

2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.089 22.327 31.599

3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.215 12.924

4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610

5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869

6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5.208 5.959

7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.029 4.785 5.408

8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041

9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781

10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587

11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437

12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4.318

13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4.221

14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.326 3.787 4.140

15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073

16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.252 3.686 4.015

17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965

18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 3.922

19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883

20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850

21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819

22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3.792

23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.104 3.485 3.768

24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.091 3.467 3.745

25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.450 3.725

26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707

27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.057 3.421 3.690

28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674

29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 3.659

30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.030 3.385 3.646

40 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 3.551

50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 2.937 3.261 3.496

1 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 2.807 3.090 3.291

Tabel 2: Kritieke waarden tk;� van de Student verdeling
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