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(a) De afbreeckfout van een numerieke methode

Wg4+1 = Wk + hq)(tk, wk) (1)

wordt gegeven door

E(tit) = w — O (tk, yx) (2)

waarin y; de exacte waarde in t; is. We ontwikkelen ;.1 in een Taylor poly-
noom:
h2 " 3
Y1 = Yk + hyp + oY +OR)
waaruit volgt, dat

- h
P =y S+ O(R) 3)

Verder is
(t, yk) = f(te + 2h,yi + 3hf (e, yi))

Met behulp van het Taylorpolynoom in twee variabelen vinden we:

Ot y) = f(ter i) + G (e, ye) + %hg_i(tk»yk>f(tkayk) +O0(h?)  (4)

Wegens de differentiaalvergelijking geldt f(tx, yx) = y}, en nogmaals differentiéren
van de DV naar t geeft

n_Of Ofdy _0f Of
Ve taga o oy (5)

Hieruit vinden we door combinatie van (4) en (5):
O(ty, yr) = yi. + shyy + O(h?)

Dit resultaat met (3) gesubstitueerd in (2) geeft dan het gevraagde resultaat.



(b) De methode heeft een fout van O(h?), dus er geldt:
y(1) —wi(1) = Chy (6)

en

y(1) —wa(1) = Chj = CN3 (7)
Trek (7) af van (6), dat geeft:
wy(1) —wy (1) = 3ChY
In combinatie met (7) geeft dit:
y(1) = wa(1) = g(wa(1) — wi(1))
(c) Pas de methode toe op ' = A\y. Dit geeft:
Wir1 = Wy + hA(wy + %h)\wk)

ofwel 2
Wg+1 = (1 + hA + %)wk
(d) De eigenwaarden van de matrix __12 _18 worden gegeven door \j o =

—10 %+ 5¢, dus hA = —2 41 voor h = 0.2. Dit gesubstitueerd in de versterkings-
factor geeft
: o (—2414)?
Q(—2+Z) :1—2—1-24‘%
ofwel
Q(-2+1)=05—1i

en |Q(—2+1)* = 1.25 > 1 dus de integratie is niet stabiel voor deze stapgrootte.

(a) De formules voor L;(z) en Ly(x) zijn:

(x — zo)(x — 21)
(22 — m0) (w2 — 71)

(x — z0)(x — 22)

(01 = 20) (21 — 22) en Ly(x) =

Li(z) =

(b) Voor de benadering merken we op dat 2o = 0, 1 = 0.1 en x5 = 0.4. Dit invullen
in de formules geeft:

0.1)(—0.2) -2 1
0(0:2) (—0.1)(—0.4) 4 2
2)(—0.2 —4 1
LﬂQ@::ngLB_zz____l_
0.0(-03) 3 '3
2)(0.1 2 1
Ly0.2) = 020D 2 1
(04)(03) 12 6
De benadering wordt dus gegeven door: —3-1+15-1.1051+ ¢ -1.4918 = 1.2221.
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Merk op dat [p(z) — p(z)| < MaTyepyey|Le(x)e. Als we aangetoond hebben
dat maggeppgz.|Lo(z)] < 1 dan is het gestelde bewezen. We vullen eerst de
gegevens in:

(x —zo)(w —21)  (2)(z—0.1)
(9 — o) (2 — 1) (0.4)(0.3)
Om maz,c(,0.4]|L2()| te bepalen beschouwen we mazejo,0.1]

(2)(z-0.1)
0.12

mum, dus geldt max,cp.1,0.4
zen is.

Eenvoudig is in te zien dat f( ) = f(0 ) + hf'(0) + O(h?). Hieruit volgt dat
£(0) — f(h 0 _ = f(0 )_ 0)+hf’ (0)+O( -f(0) _ O(h).
Schrijf voor f (0), f(h) en f(2h) de Taylorontwikkeling op.

LQ(I‘) =

()(01-2) ~ 0.05-0.05 _
0.12 = 012

Deze laatste functie heeft geen inwendig maxi-

()(m 0.1) 0.4-0.3
0.12 S 0.12

0.0208 en max,¢jo.1,0.4

= 1, waarmee het gestelde bewe-

f(0) = f(0) (8)
f(h) = f(0)+hf’(0)+%f”(0)+0(h3) (9)
f2h) = f(0)+2hf’(0)+42—}22f”(0)+0(h3) (10)

We beschouwen nu de formule o f(0)+ay f(h) 4o f(2h) en proberen de waarden
van ag, @ en sy zo te bepalen dat f/(0) — (cof(0) + a1 f(h) +asf(2h)) = O(h?).
Gebruik makend van bovenstaande Taylorontwikkelingen moet dus gelden:

a0+a1—|—a2:0

Oélh + 0622]1 =1
h2 9
2| + 0622]1 =0
Dit oplossen geeft: ag = ;—5’, = ﬁ en oy = ;—]1 De formule is dus
—3f(0) +4f(h) — f(2h)
2h '

Voorwaartse differentie: benadering 0.998 fout 0.002.
Hogere orde formule: benadering 1.003 fout 0.003.

De voorwaartse differentie heeft de voorkeur omdat de fout kleiner is en het
minder functie-evaluaties kost om deze formule toe te passen.

De afbreekfout is 2 f”(£) met & € [0,0.1]. In dit voorbeeld is f”(z) = —sin(z)
zodat de absolute waarde van de afbreekfout kleiner is dan
—sm(O 1) = 0.499 - 102, Voor de absolute afrondfout geldt dat deze kleiner

is dan th(o-l)\ = 0.5-1073. Merk op dat de afbreekfout groter is dan de
afrondfout. Het is dus zinvol om de stapgrootte te verkleinen.



