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1. (a) De afbreekfout is gedefinieerd als:

o Yn+1 — U_)n+1
Tn+1 - h 3

waarbij w,,1 gedefinieerd is door de methode toe te passen met w, = y, en
Yn+1 is de exacte oplossing. We gebruiken de notatie f, = f(tn,y,). Taylor
ontwikkeling geeft:

h2
Yn+1 = Yn + hy;’L + Ey;; + O(h3)'

Invullen van de gegevens geeft:
W1 = Yn + ﬁhfn + (1 - 6)hf(tn + ah, Yn + ahfn)

Taylor ontwikkeling van f in twee variabelen geeft:

Tss =+ O Fy + (L= Dlfa + ah(G1), + b)) + OH),

q )
Merk op dat ¢/ = f(t,y), dus ¢/’ = f(tdz(t)) = 38—{ + g—iy’ = % + g—if, dus

Wni1 = Yn + by, + a(1 = B)A*y; + O(h?).

De Taylor ontwikkeling van y,.1 en bovenstaande uitdrukking invullen in de
definitie van 7,1 geeft:

1
Tl = (5 — a1 = B)hy + O(h?).
De afbreekfout is dus alleen O(h?) als (1 — 3) = 3. Anders is de afbreekfout

O(h).
(b) Pas de methode toe op de test-vergelijking ' = A\y:

Wpy1 = Wy + BhAw, + (1 — B)hA (w, + ahAw,)

Dus
Wyt = [1+ hX + a(1 = B)(hA)?wh.
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De versterkingsfactor is dus: Q(h)\) =1+ kX + a(1 — 3)(h))2.
De methode is stabiel voor reéle negatieve A\ als geldt:

—1<1+hr+a(l—p8)(hN)? < 1.
Voor de linker ongelijkheid moet dus gelden:
0 <24 hX+a(l — B)(hN)?

Deze dalparabool heeft reéle nulpunten als de discriminant positief is. De dis-
criminant is gelijk aan 1 —4-2-a(l — ) =1 — 8a(l — ). Omdat gegeven is
dat a(1 — ) > % heeft de dalparabool geen reéle nulpunten en is er altijd aan
de linker ongelijkheid voldaan.

Voor de rechter ongelijkheid geldt:
hA+ a1 — B)(hA)* < 0.

Delen door h\ geeft:

1+ a(l = p)hA > 0.
Hieruit volgt:

he 1 _ !

a(l=P)A  a(l=pB)Al
Het karakteristicke polynoom van de matrix is (—3 —A)[(—4—X)?—9]. De ecigen-
waarden van het stelsel zijn gelijk aan —%, -1 en -7. De stabiliteitsvoorwaarde
is dus

1
S Ta(l=p)

Merk op dat de eigenwaarden van deze matrix gelijk zijn aan ¢ en —i. De
versterkingsfactor is dan Q(hi) = 1+ ih — a(1 — B)h?. Voor stabiliteit moet
gelden |Q(hi)| < 1. Dit betekent:

Q(hi)|> = (1 — (1 — B)h})? + h? < 1

h

Uitwerken geeft:
1 —2a(1 = B)R* + (a(l — B)h2)? + h? < 1.
De term 1 valt eruit. Delen door h? geeft dan:
1—2a(1—3) 4 (a(l — )%k <0,
zodat de stabiliteitsvoorwaarde gegeven wordt door:

, 21— p) -1
S e

De grens voor de stapgrootte is alleen positief als a(1 — 3) > %
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(e)

Voor een stijf stelsel geldt dat de kleinste eigenwaarde veel kleiner is dan de
grootste eigenwaarde. De fout wordt na een instel-periode voornamelijk be-
paald door de grootste eigenwaarde. De stabiliteit wordt echter bepaald door
de kleinste eigenwaarde. Bij methode (i) is de fout kleiner dan bij methode
(ii). Echter de stabiliteitsvoorwaarde bij methode (i) is h < ﬁ en bij methode
(i) is h < ﬁ. Verder is de hoeveelheid werk per tijdstap bij beide methoden
hetzelfde. Conclusie voor een stijf stelsel heeft methode (ii) de voorkeur, omdat

er met minder werk een goede oplossing bepaald kan worden.

Merk op dat

Pn=D  Pa—D
waarbij & tussen p, en p zit. De laatste gelijkheid volgt uit de middelwaardestel-

ling, of Taylor ontwikkeling. Bij de limietovergang volgt dus nh_{go % =J'(p).

Voor een vast punt geldt p = g(p). Dit invullen geeft: p = % + 1. Vermenig-

vuldiging met p geeft p> = 2 + p, zodat p*> —p — 2 = f(p) = 0. Dit mag ook

gecontroleerd worden door beide nulpunten in te vullen. Er is convergentie als

|9'(p)| < 1. De afgeleide van g is: ¢'(x) = =. Voor het positieve nulpunt p = 2
2

geldt dus |¢'(p)| = 5 = 3 <1 en dus is de methode convergent.

Invullen geeft pg =1, p1 =3 py = g en p3 = 2%.
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De formule voor de Newton-Raphson methode is: p,+1 = p, —
van f’ geeft: f'(z) =2z — 1 zodat

(pn>2 — Pn — 2
20, —1

Pn+1 = Pn —

Invullen geeft pg = 1, p1 = 3 po = 2.2 en p3 = 2.0118. Merk op dat p3 een betere
benadering is van de echte wortel p = 2, dan bij de vaste punt methode.



(e) Merk op dat uit f(p) = 0 volgt:

Hieruit volgt:

Taylor ontwikkeling geeft

)= fp)+ B —p)f'(p)+0((pH—p)?).

Verwaarlozen van de tweede orde term en gebruiken van f(p) = 0 geeft: § =
(p —p)f'(p). Hieruit volgt:

ol

PP = S TR B

(f) Definieer de volgende twee functies:

fi(z1,20) = 2mq + 2129 — 3,

f2(x17x2) = X1To + T9 — 2.

Dan komt het oplossen van het niet-lineaire stelsel overeen met het zoeken van
een nulpunt van f. De methode is nu

—

ﬁn—‘rl = ﬁn - J_l(ﬁn)f(ﬁn>7

waarbij J~!(p,) de Jacobiaan is. De Jacobiaan is:

J(I1,$2)2<2+$2 1 )

SORCONEING

Invullen geeft:



