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Het iteratieproces is een vaste punt methode (of Picard methode). Bij conver-
gentie geldt: lim,,_ .z, = p. Als we dit gebruiken bij het iteratieproces, dan
geldt:

lim @,1 = lim [z, + h(z,) (23 — 3)]

n—oo n—o0

Omdat de functie h continu is geldt:

p=p+h(p)p’—3)

zodat
h(p)(p® — 3) = 0.
Omdat h(z) # 0 voor elke z geldt p* — 3 = 0 en dus is p = 35.

De convergentie van de vaste punt methode z, 11 = g(z,) wordt bepaald door
d'(p) als |¢'(p)] < 1 dan is er convergentie en de fout neemt per stap af met
een factor |¢'(p)|. We gaan nu voor elk van de functies de eerste afgeleide in
p bepalen. Voor de eerste functie geven we alle tussenstappen, terwijl voor de
andere alleen de antwoorden gegeven worden.

Voor hy geldt dat gy(z) =z — xiz?’. De eerste afgeleide is:

322zt — (2% - 3) - 4a®
gi(l’) =1- <I4)2

Invullen van p geeft:

3p° — (p* - 3) - 4p°
p8

gi(p) =1~

Omdat p = 35 valt de laatste term weg en geldt:

/ 0 1
g(p)=1- r e 1— 33 = —0.4422

Dus de methode is convergent met convergentiefactor 0.4422.

Voor de tweede functie geldt:

3p*—(p*—3)-2p 3p*
galp) =1 - i =1-—r=-2




Dus de methode divergeert.
Voor de derde functie geldt:

9p* — (p* —3) - 6p 9p?

"(p) =1 — —1-2 —9

Dus de methode is convergent met convergentiefactor 0.

De derde methode convergeert het snelst (dit is de Newton-Raphson methode).
Merk op dat:

Als we de eerste vergelijking van de tweede aftrekken, dan geldt: x, — z,_1 =
K(xn—l - fl'n_2> hieruit volgt: K = In"Tn-1

Tp—1—Tp—2
Voor de tweede uitdrukking gebruiken we
p—a,=K(p—x,1)
Breng alle termen met p naar de links en de andere naar rechts dan geldt:
1-Kp=z,— Kz, 4
Delen door 1 — K geeft:
T, — Kx,_1

1-K
Trek nu links en rechts x,, af dan geldt:

p:

Ty — K,y Ty — Ky gy — (1= Kz, K

- K = - K = 1= ),

bp—Tp =

Hiermee is de tweede gelijkheid aangetoond.

Voor het schatten van de fout, gebruiken we de relaties gegeven in onderdeel
(c). Invullen geeft:

~ 1.4422631 — 1.4423477

= 12423477 — 14429586 V198

En dus

0.1385

h = —— (1.4422631 — 1.4423477) = —1.36 - 10°.
Ty = T agr 63 3477) 36 - 10

p —
De fout is dus ongeveer —1.36 - 107°.
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(a)

De afbreekfout wordt gegeven door

o Yn+1 — U_JnJrl

h
waarbij w,,1 gegeven wordt door
_ 3 1
Wny1 = Yn + h[§f(xm Yn) — éf(xn—la Yn-1)]

Wegens de differentiaalvergelijking gaat dit over in:

3 1

Wyi1 = Yn + h(;y; - 53/;_1) (1)

en de laatste term tussen haakjes kan ook weer ontwikkeld worden in een Tay-
lorpolynoom:

Yno1 = Y — by + O(h?) (2)
Dit gesubstitueerd in (1) geeft
1
Wny1 = Yo + by, + 5h%y; + O(R?) (3)

Beschouw de exacte oplossing op z,41 en ontwikkel in een Taylor polynoom:
Yt = g+ by + S+ O(R) )
Invullen in de definitie voor de afbreekfout geeft dat de afbreekfout O(h?) is.
De methode toegepast op de testvergelijking geeft:
Unt1 = Un + R{E3Nu, — S A, 1} (5)
Wegens u,, = C(hA\)u,_1 en u, 1 = C(hA\)u, = C(hA)*u,_; geldt dus
{C(hN)}? = (14 2RA)C(RA) + $hA}u,—1 = 0 (6)

voor elke waarde van n. Hieruit volgt het gestelde. Deze vergelijking heeft twee
wortels:

1+ 3R+ \/1 + A+ (3hA)2
Ch(hA) = 5 (7)

L+ A2 = /T4 hA+ (3h))?

Ca(hA) = 5

De vorm onder het wortelteken is altijd positief, dus deze uitdrukkingen zijn
reéel. Klaarblijkelijk geldt Cy(hA) < Ci(hA) en moeten beide voldoen aan
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—1 < C(hA\) < 1. Er moet dus gelden: —1 < Cy(hA) en Cy(hA) < 1. De tweede
ongelijkheid geeft:

1+ hA+ (3hA)2 < 1 3h (8)
1+ hX+ (2hA)? < 1= 3hXA+ (3h))? (9)
0 < —4h\ (10)
Omdat A < 0 is hier altijd aan voldaan. De eerste ongelijkheid geeft:
~3— 30 < —\/1+hA+ (3hA)? (11)
34 3hA> (/1 + hA+ (3hA)2 (12)
9+ 9hA + (3hA)* > 1+ hA + (3h))? (13)
8 +8hA >0 (14)
1
h < (15)
A
(¢) Om het beginwaardenprobleem

Py | Ldy dy
— +3—=+2y=t 0)=0,—(0)=1. 16
T P32y =t y(0)=0,—(0) (16)

te schrijven als stelsel gebruiken we de volgende notatie: v; = y en vy = 3/, Dan
geldt:

yI:UZ
y”:—Qy—?)y,—l—t:—ZUl—?)’Ug—f-t

/
Uy

/
Uy

Geschreven als stelsel geeft dit:

(n)=(2 ) ()= ()

Voor het bepalen van de eigenwaarden lossen we A op uit de volgende vergelij-
king:

-2 =3-A

met als oplossingen: A\; = —1 en Ay = —2. Het stelsel is dus stabiel.

det(_/\ 1 )=A2+3A+2=0

d) De numerieke oplossing op tijdstip ¢ geven we aan met u(?) Uit de begin-
g J g g

uy(t)
() =(")

4

voorwaarden volgt:



Na een stap FEuler Voorwaarts geldt:

i )= Gt ) =2 ) () + ()

Invullen van de getallen geeft:

G )= (1) 2 ) ()< ()= ()

De tweede stap met de nieuwe methode geeft:
(o )= (o )+
(G ) () = (=i

Invullen van de getallen geeft:
(oo )= (2 )+ (C) ()= (70

DN | —



