Technische Universiteit Delft, Fac. EWI
Tentamen Differentiaalvergelijkingen, wi2034TA, 11 november 2011, 14.00-17.00 uur

Elk antwoord dient te worden beargumenteerd. Het gebruik van een boek en/of
telefoon is niet toegestaan. Een Laplacetabel wordt bijgeleverd. Je mag gebruik
maken van een rekenmachine.

Puntenverdeling: opg. 1,2 en 4 elk 12 punten, opg.3 14 punten.

1. a. Bereken L£7! [ door gebruik te maken van een convolutie.

)
s+ 2 ]

b. Berek L ——————
ereken L(SQ 251 5)

c. Bereken met behulp van de Laplace-transformatie de oplossing van het
beginwaardeprobleem

y'(t) + 20/ (t) +y(t) =te™, y(0)=2, y'(0)=—L
d. Bereken eveneens de oplossing van het beginwaardeprobleem

y'(1) + 2y () +y(t) = 0(t—2), y(0) =2, ¢y'(0) =—1.

2. a. Bereken de algemene oplossing van het stelsel x’' = ( _13 _35 )X.
b. Wat is de aard van het evenwichtspunt (0,0)?

Maak een (grove) schets van een aantal oplossingen in het fasevlak.
Geef daarin specifiek de banen (inclusief de richting) aan door punten
(0,2) en (3,0).

c. Geef een particuliere oplossing voor het inhomogene stelsel
1 3 et
/!
= (L 5 ) ()

3. Gegeven is het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx Y

— = 162 — 8 —= = —2-

- v -8y, — =yl y)
a. Bereken en classificeer de kritieke punten.

(zadelpunt, instabiel spiraalpunt, enz.)

b. Toon aan dat de lijnen x =0 en y = 0 oplossingskrommen zijn van
het stelsel.



c. Bereken de oplossing x(t) = (0,y(t)) die start vanuit het punt (0,1).
Aanwijzing: Welke (separabele) DV moet je hiervoor oplossen?
Je hoeft de oplossing niet expliciet te maken. Doe je dat wel, en
bereken je tevens tlggo y(t), dan kun je daarmee 1 bonuspunt verdienen.

d. Geef een schets van de oplossingskrommen in het fasevlak met daarin de
oplossingen uit onderdeel b. en consistent met hetgeen je in onderdeel a.
gevonden hebt.

Geef voor de (eventuele) asymptotisch stabiele rustpunten het aantrekkings-
gebied aan.

a. Bereken door scheiden van variabelen de oplossing u = u(z,t) van de
volgende warmtevergelijking met begin- en randvoorwaarden:

U = Py,
u.(0,t) =0, u,(L,t) =0, voor t >0
u(z,0) = g(z), voor 0 <x <L

Geef de oplossing in de vorm van een reeks en geef (met een precieze
formule) aan hoe je voor een ‘concrete’ functie g(z) de coéfficiénten
van deze reeks kunt berekenen.

Stel de randvoorwaarden zijn w,(0,t) =0, u(L,t) = 0. (In het ‘eindpunt’
is niet de afgeleide maar de functiewaarde gefixeerd.)

b. Wat voor reeks Z cnXn(2)T,(t) krijg je nu als je de variabelen
scheidt? n=1

Opmerking: je hoeft in dit geval niet aan te geven hoe je de ¢, zou
moeten berekenen.



Uitwerkingen

1
s+1

1 t t
L [2—] = txet= / e 7 dr = / rele dr
s2(s+1) 0 0

t
= et/ TeTdT:e’t[T@T—eT]Z:e’t(tet—et—i—l):t—l—l—e’t
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la £7! [l} =ten L7} { } =e !, dus

1b Breuksplitsen natuurlijk! s?42s+5 = (s+1)?+4 heeft geen (reéle) nulpunten,
dus is niet te ontbinden.

5+2 _A+ Bs+C  A(s*+2s+5)+ Bs*+Cs
s(s24+25+5) s  s2+2s5+5 s(s? 4 2s +5)
Coéfficiénten in de tellers vergelijken geeft achtereevolgens A = %, B = —% en

1 .. -
C = z. Dan volgt de teruggetransformeerde vrij eenvoudig:

2/5  =2/5 1/5 2 —-2/5 1)+3/5 2 2 3
L + /78 +1/ L1 /b(s+1) +3/ = _——Zcoste '+—sintet
s s2+2s+5

E_l =
(s+1)2 +22 5 5 10

5

1c Transformeren geeft

7Y (s) —2s — (=1) +2(sY(s) =2) + Y(s) = (s*+2s+1)Y(s)—25s—3=

(s+1)2
2s 4+ 3 1

¢ YO = T

Terugtransformeren is niet zoveel werk:

£1[23+3 1 ]: 1{2(s+1)+1 1
(

= 2e " +te T Et%e
sT12 i G112 (srni| 0 e Tete

1d Het meeste werk is al gedaan.
Transformeren geeft nu  (s* +2s +1)Y(s) —2s =3 = —,

en dit terugtransformeren:

= 25+ 3 N e 28
(s+1)2  (s+1)2

} = 2e +te ™t + ug(t)(t — 2)e” 2

1
waarbij (weer) gebruikt is dat £ {(S n 1)21 =te



. . : . 1
2a Gaat via de eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix A = [ 3 _35 } :

1—A 3

|A—)\I|:’ I

} =(1=A)(=5-N+9=N+4\+4=(\+2)

De eigenwaarden: Ao = —2 (dubbell). Eigenvector bij A\; = —2: oplossen

(A—(-2)[)v=0.... geeft v= , ‘helaas’” maar 1.

1
-1
De matrix is ‘helaas’ niet diagonaliseerbaar.

Een eerste oplossing:  x;(t) = v -e 2.
Voor een tweede onathankelijke oplossing, standaardaanpak:
stel xo(t) =u-e ? +tw-e 2. Dan moet:

2t 2t 2t

—2ue 2 + we? — otwe ™ = Awe 2 + twe™

1

Termen met factor ¢ vgln.: w moet e.v. zijn bij A = —2; ik neem w = _q

Vervolgens volgt u uit Au+2u=w = [ _11 }

3 31 3 31 ) 1
s A0 0] e oo w5

: t+ 3%
en daarmee wordt een tweede oplossing Xy = [ t++61 } e 2,
- 6

De algemene oplossing:

_ 1 —2t t+ 3 —2t
X—Cl|:_1:|6 —1—02{_15_'_% e

2b De oorsprong is een stabiele oneigenlijke knoop (improper node).
Zowel voor t — oo als voor t — —oo is de ‘leading term’ het gedeelte

—t
+v naar de oorsprong, en voor t — —oo loopt de oplossing in de richting +v
weg naar oneindig. Door op de assen te kijken kun je zien dat van onder de lijn

t . . —_—
Co { ] e~ = cytve 2, dus voor t — oo nadert de oplossing vanuit de richting

y = —x de oorsprong wordt benaderd vanuit de richting { _11 ] en van boven

vanuit de richting [ _11 } . Dit bij elkaar is wel genoeg voor een schets.



5= 20000

Herschrijven leert dat v moet voldoen aan [ _23 _3 4 } v = [ _31 }

3

Dit stelsel heeft (unieke) oplossing v = { , en een particulier oplossing

wordt dan  x,(t) = [ _35 } e t.

3a p
—m:8x(2—y)<:>ac:() of y=2
dt
Dit invullen in % = 0 geeft drie rustpunten: (0,0), (0, —2) en (4,2). Om te
dF/dx dF/dy } B { 16 — 8y —8z

lineariseren, bekijk: J(z,y) = [ dG/dz dG/dy y r—2-2y |

16 0
0 -2
vector (1,0)) en —2 (e.v. (0,1)), hetgeen correspondeert met een zadelpunt.

(0,0)] J(0,0) =

De matrix heeft dus eigenwaarden 16 (met eigen-

132 0
S -2 2
Een instabiele knoop.

(0,-2) | J(0,-2)

} met e.w.n 32 (e.v. (15,—1)) en 2 (e.v. (0,1)).

(4,2) | J(4,2) = [ (2) __322 } Deze matrix heeft karakteristiek polynoom

AN+ 20+ 64 = (A + 1) + 63 met nulpunten A2 = —1 £ iv/63. De eigen-
waarden zijn complex, met een negatief reéel deel, hetgeen correspondeert met

5



een stabiel spiraalpunt.

3b Hoe simpel kan het zijn?
d
Vanuit een punt op de lijn x = 0 geldt d—f =8-0—-16-0-y =0, dus x blijft

constant, en aangezien gestart wordt vanuit x = 0, blijft x gelijk aan 0.
Net zo voor y = 0.

3c Op te lossen: % = y(0—2—y) = —y(y +2).  Variabelen scheiden en
primitiveren:

1 1 11 1 1
—dy:—dt:>/—dy = /—————d :/—dt
y(y+2) y(y+2) 2y 2y+2

1 y

& 1 =—-t+C
2 Y+ 2‘ -
Y | _ 2420 _ K e 2t
y+2
1
Om te zorgen dat y(0) = 1 moet T332 = K, dus K = %, en het antwoord luidt
Yy 1 -2

12 s

Ezpliciete oplossing:

2,2t 0

(&
. . T 3
En dan heel sunpel thm y(t) = tlllll 1 %e % = 1 0

3d Het plaatje moet in ieder geval aangeven een ’spiraal rechtsom’ naar het
punt (6,4) bevatten, alsmede de oplossingen op de codrdinaatassen (inclusief de
richtingen). Het aantrekkingsgebied van het punt (6,4) is het hele eerste kwad-
rant. Matlab geeft hoe het er echt uitziet.
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4a Het gebruikelijke rataplan:
stel u(z,t) = X (x)T(t), vervolgens: scheid variabelen, dat geeft

T() LX)

(D) =« X(x) = constant
X'(z) = nmH 2 nmw
X(z) ¢ = voor C' = — (f) : X(x) = cos <Tm>

X'(0)=0, X'(L)=0
Voor de genoemde C'"
00 -0~ () > -

All in all

Om nu te zorgen dat u(z,0) = g(z): Z A, cos (%x) = g(z) levert

9 (L
Ay = %fOL g(x)dz, envoor n>1 A, = Z/ g(x) cos (%x) dz, oftewel, de
0

coéfficiénten van de cosinusreeks van g(z).

4b Het verschil zit 'm in de randvoorwaarden voor X:
X//(a:,)

X(r)
X'(0) =0, X(L)=0

Opnieuw zijn er voor C' = A\? > 0 geen niet-triviale oplossingen: de algemene
oplossing wordt dan X (z) = Ae* + Be ** en om aan de randvoorwaarden te

7



voldoen moet tegelijk AA — AB =0 en AeM 4+ Be ™ = 0, en dat kan alleen
als A= B =0.

C =0 leidt ook tot de triviale oplossing.

Resteert C = —\? < 0.

Dan X (z) = Asin(Az) + Bcos(Az), X'(0)=0— A =0,

en dan X (L) =0 — Bceos(AL) =0 — AL = (n + 3)T,

(n+35)7m 2+ Dr

dus M\ =

Hierop voortbordurend krijg je dan oplossingen

X (@)Ta(t) = cos (M> o (L)’

~

2L



