Eerste orde DV

Existentiestelling voor de eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (2.8.1)

Gegeven de DV met beginvoorwaarde

y'(t)=f(t.y), y(t) =y (BVP)
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Existentiestelling voor de eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (2.8.1)

Gegeven de DV met beginvoorwaarde

y'(t)=f(t.y), y(t) =y (BVP)

Stel f en Of /Oy zijn continu op een omgeving van het punt
(to, y0),
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Existentiestelling voor de eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (2.8.1)

Gegeven de DV met beginvoorwaarde

y'(t)=f(t.y), y(t) =y (BVP)

Stel f en Of /Oy zijn continu op een omgeving van het punt
(to, ¥0), zeg op de rechthoek |y — yo| < a, |t — to| < b.
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Eerste orde DV

Existentiestelling voor de eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (2.8.1)

Gegeven de DV met beginvoorwaarde

y'(t)=f(t.y), y(t) =y (BVP)

Stel f en Of /Oy zijn continu op een omgeving van het punt
(to, ¥0), zeg op de rechthoek |y — yo| < a, |t — to| < b.

Dan is er een h > 0 zodat het beginwaardeprobleem (BVP) op
het interval (tp — h, tp + h) een unieke oplossing heeft.

Existentiestellingen voor differentiaalvergelijkingen



Eerste orde DV

(het standaardvoorbeeld met niet een unieke oplossing)

y'(t) = f(t.y) =3y*® =33/y2, y(0)=0
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Eerste orde DV

(het standaardvoorbeeld met niet een unieke oplossing)

y'(t) = f(t.y) =3y*® =33/y2, y(0)=0

Twee verschillende oplossingen (op elk interval (—h, h)!):
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Eerste orde DV

(het standaardvoorbeeld met niet een unieke oplossing)

y'(t) = f(t.y) =3y*® =33/y2, y(0)=0

Twee verschillende oplossingen (op elk interval (—h, h)!):
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Eerste orde DV

(het standaardvoorbeeld met niet een unieke oplossing)

y'(t) = f(t.y) =3y*® =33/y2, y(0)=0

Twee verschillende oplossingen (op elk interval (—h, h)!):

yi(t)=0, en y(t)=1

Merk op Of /oy =2y 13 =2/yy
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Eerste orde DV

(het standaardvoorbeeld met niet een unieke oplossing)

y'(t) = f(t.y) =3y*® =33/y2, y(0)=0

Twee verschillende oplossingen (op elk interval (—h, h)!):

yi(t)=0, en y(t)=1

Merk op Of /0y =2y~ 1/3 = 2/3y is niet continu in 0.
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Een lineaire differentiaalvergelijking van de orde n:

an(t)y'(t)+an-1(t)y "I () . Aau(t)y' (1) +ao(t)y (1) = &(t).
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Definitie
Een lineaire differentiaalvergelijking van de orde n:

an()y " (£)+an-1(E)y "D (6)+. . +ar(t)y'(£)+a0(t)y(t) = g(t).
De bijbehorende homogene (of: gereduceerde) vergelijking: stel

g(t) =0.
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling

Neem aan dat de functies ap(t), a1(t), ..., an(t) en g(t) in de LDV
continu zijn.

v
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Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling

Neem aan dat de functies ap(t), a1(t), ..., an(t) en g(t) in de LDV
continu zijn.

o Elke n-de orde homogene lineaire DV heeft precies n
onafhankelijke oplossingen yi(t), ya(t), .. ... , yn(t),

v
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling

Neem aan dat de functies ap(t), a1(t), ..., an(t) en g(t) in de LDV
continu zijn.

o Elke n-de orde homogene lineaire DV heeft precies n
onafhankelijke oplossingen yi(t), ya(t), .. ... , yn(t),

en de algemene oplossing is van de vorm

YH=Cayi+ oy +..... +cnyn  (ci €R)

v
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling

Neem aan dat de functies ap(t), a1(t), ..., an(t) en g(t) in de LDV

continu zijn.
o Elke n-de orde homogene lineaire DV heeft precies n
onafhankelijke oplossingen yi(t), ya(t), .. ... , yn(t),

en de algemene oplossing is van de vorm
YH=CYy1 +Cyr+..... + CnYn (C,' € R)
@ De algemene oplossing van een lineaire DV is van de vorm

Yy=yptantoy+..... + Cn¥Yn.

v
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling

Neem aan dat de functies ap(t), a1(t), ..., an(t) en g(t) in de LDV
continu zijn.

o Elke n-de orde homogene lineaire DV heeft precies n
onafhankelijke oplossingen yi(t), ya(t), .. ... , yn(t),

en de algemene oplossing is van de vorm
YH=an+ayr+..... +cnyn (¢ €R)
@ De algemene oplossing van een lineaire DV is van de vorm
Yy=yptantoy+..... =+ CnYn.

Hierbij is y, een (particuliere) oplossing van de DV,

v
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling

Neem aan dat de functies ap(t), a1(t), ..., an(t) en g(t) in de LDV
continu zijn.

o Elke n-de orde homogene lineaire DV heeft precies n
onafhankelijke oplossingen yi(t), ya(t), .. ... , yn(t),

en de algemene oplossing is van de vorm
YH=an+ayr+..... +cnyn (¢ €R)
@ De algemene oplossing van een lineaire DV is van de vorm
Yy=yptantoy+..... =+ CnYn.

Hierbij is y, een (particuliere) oplossing van de DV,
en zijn y1, 2, ...., ¥n oplossingen van de bijbehorende
gereduceerde vergelijking.

v
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling (derde deel)

o Er is precies één oplossing bij de 'beginvoorwaarden’:

y(to) =po, Y'(to)=p1, ... Yy (t0) = pn_s
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling (derde deel)

o Er is precies één oplossing bij de 'beginvoorwaarden’:

y(to) =po, Y'(to)=p1, ... Yy (t0) = pn_s

Bovendien is deze oplossing gedefinieerd op het hele interval (o, 53)
rond ty waarop de functies a;(t) en g(t) continu zijn.
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Stelling (derde deel)

o Er is precies één oplossing bij de 'beginvoorwaarden’:

y(to) =po, Y'(to)=p1, ... Yy (t0) = pn_s

Bovendien is deze oplossing gedefinieerd op het hele interval (o, 53)
rond ty waarop de functies a;(t) en g(t) continu zijn.

Voorbeeld

Bepaal de oplossing van de (niet lineaire) DV + BVW

"=1+y% y(0)=0
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

We bekijken het stelsel 1ste orde DV's

x; = F(t,x1,x2,...,Xn)
Xy = Fa(t,x1,x2,...,Xn)
X = Fp(t,x1,x2,...,Xn)
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x; = F(t,x1,x2,...,Xn)
Xy = Fa(t,x1,x2,...,Xn)
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Gebruikelijke ‘beginvoorwaarden’:
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

We bekijken het stelsel 1ste orde DV's

x; = F(t,x1,x2,...,Xn)
Xy = Fa(t,x1,x2,...,Xn)
X = Fp(t,x1,x2,...,Xn)

Gebruikelijke ‘beginvoorwaarden’:

x1(to) = xf, x2(ty) = XS, oo Xa(tg) = X0.
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

We bekijken het stelsel 1ste orde DV's

x; = F(t,x1,x2,...,Xn)
Xy = Fa(t,x1,x2,...,Xn)
X = Fp(t,x1,x2,...,Xn)

Gebruikelijke ‘beginvoorwaarden’:

x1(to) = xf, x2(ty) = XS, oo Xa(tg) = X0.

Afgekort:  x' = F(t,x), x(to) = x°.

Existentiestellingen voor differentiaalvergelijkingen



Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.1)

Neem aan dat de functies F1, F», ..., F, en alle partiéle afgeleiden
OF;/0x; continu zijn in een omgeving van het punt (to, x°)

4
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.1)

Neem aan dat de functies F1, F», ..., F, en alle partiéle afgeleiden
OF;/0x; continu zijn in een omgeving van het punt (to, x°)
(dit punt ligt in R7T1).

4
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.1)

Neem aan dat de functies F1, F», ..., F, en alle partiéle afgeleiden
OF;/0x; continu zijn in een omgeving van het punt (to, x°)
(dit punt ligt in R7T1).

Dan heeft het beginwaardeprobleem
X' = F(t,x), x(to) =x°

op een zeker interval (to — h, to + h) een unieke oplossing.

4
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.1)

Neem aan dat de functies F1, F», ..., F, en alle partiéle afgeleiden
OF;/0x; continu zijn in een omgeving van het punt (to, x°)
(dit punt ligt in R7T1).

Dan heeft het beginwaardeprobleem
X' = F(t,x), x(to) =x°
op een zeker interval (to — h, to + h) een unieke oplossing.

Dus:

4
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels eerste orde

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.1)

Neem aan dat de functies F1, F», ..., F, en alle partiéle afgeleiden
OF;/0x; continu zijn in een omgeving van het punt (to, x°)
(dit punt ligt in R7T1).

Dan heeft het beginwaardeprobleem
X' = F(t,x), x(to) =x°
op een zeker interval (to — h, to + h) een unieke oplossing.

Dus: er zijn unieke functies
x1 = ¢1(t), x2 = P2(t), ..., xn = Pp(t) die tesamen aan zowel het
stelsel differentiaalvergelijkingen als aan de beginwaarden voldoen.

4
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen

x;1 = pu(t)xs + p2(t)xe + ... + p1a(t)xn + g1(t)
X3 = pa(t)xa + pa(t)xe + ...+ p2n(t)xs + g2(t)

Xy = Pnl(t)Xl + pn2(t)X2 +...+ pnn(t)Xn + gn(t)
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen

x;1 = pu(t)xs + p2(t)xe + ... + p1a(t)xn + g1(t)
X3 = pa(t)xa + pa(t)xe + ...+ p2n(t)xs + g2(t)

Xy = Pnl(t)Xl + pn2(t)X2 +...+ pnn(t)Xn + gn(t)

Afgekort:
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen

x;1 = pu(t)xs + p2(t)xe + ... + p1a(t)xn + g1(t)
X3 = pa(t)xa + pa(t)xe + ...+ p2n(t)xs + g2(t)

Xy = Pnl(t)Xl + pn2(t)X2 +...+ pnn(t)Xn + gn(t)

Afgekort:

x' = P(t)x(t)+8g(t),
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen

x; = pu(t)x + pa(t)xe + ...+ pra(t)x, + gi(t)
xy = paa(t)xa+ pa2(t)xa + ... + pan(t)xn + g2(t)

Xy = pm(t)x1 + pr2(t)x2 + ... + Pan(t)xn + ga(t)

Afgekort:
p11(t) pi2t) ... ... p1a(t)
¢ = P(ox()rg(), Py = | P PR Pl
pnl(t) pn2t) Pnn(t)
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.2)

Neem aan dat de functies p;(t), gi(t) continu zijn in op een
interval (o, 8) rond het punt to.
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.2)

Neem aan dat de functies p;(t), gi(t) continu zijn in op een
interval (o, 8) rond het punt to.

Dan heeft het beginwaardeprobleem

X' = P(t)x +g(t), x(to) =x°
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.2)

Neem aan dat de functies p;(t), gi(t) continu zijn in op een
interval (o, 8) rond het punt to.

Dan heeft het beginwaardeprobleem

X' = P(t)x +g(t), x(to) =x°

een unieke oplossing op
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.2)

Neem aan dat de functies p;(t), gi(t) continu zijn in op een
interval (o, 8) rond het punt to.

Dan heeft het beginwaardeprobleem

X' = P(t)x +g(t), x(to) =x°

een unieke oplossing op het hele interval («, ).
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Existentiestelling voor stelsels

differentiaalvergelijkingen

Stelling (7.1.2)

Neem aan dat de functies p;(t), gi(t) continu zijn in op een
interval (o, 8) rond het punt to.

Dan heeft het beginwaardeprobleem

X' = P(t)x +g(t), x(to) =x°

een unieke oplossing op het hele interval («, ).
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

De oplossingen ul®)(t) van het stelsel x' = P(t)x(t) + g(t) die
voldoen aan

el = 1, alsi=k
AOT= 0, als ik
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Opmerking

De oplossingen ul®)(t) van het stelsel x' = P(t)x(t) + g(t) die

voldoen aan
1, alsi=k

X"(t"):{ 0, als ik

geven n onafhankelijke (vector)functies.
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Opmerking

De oplossingen ul®)(t) van het stelsel x' = P(t)x(t) + g(t) die

voldoen aan
1, alsi=k

X"(t"):{ 0, als ik

geven n onafhankelijke (vector)functies.

Zo'n set {u(l)(t),u(z)(t);---au(n)(t)}
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

De oplossingen ul®)(t) van het stelsel x' = P(t)x(t) + g(t) die
voldoen aan

el = 1, alsi=k
AOT= 0, als ik

geven n onafhankelijke (vector)functies.

Zo'n set {uM(¢),u@(t),...,ul”(t)} van onafhankelijke
oplossingen
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Lineaire Differentiaalvergelijkingen

Opmerking

De oplossingen ul®)(t) van het stelsel x' = P(t)x(t) + g(t) die
voldoen aan

el = 1, alsi=k
AOT= 0, als ik

geven n onafhankelijke (vector)functies.

Zo'n set {uM(¢),u@(t),...,ul”(t)} van onafhankelijke
oplossingen

wordt wel een fundamental set of solutions genoemd.
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