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1. Dit is voorbeeld 3 van § 3.4.

1 1
(a) Als y(t) = o dan volgt: v/(t) = —en y"(t) = . Invullen geeft dan
2 1 1 4 3 1
2% 43t (- |- =-—->—-= =0
Bt < t2> t ot ot

(b) Stel nu y(t) = u(tt)7 dan volgt:

W) () |, 2u(t)

/ _ By " _
yt) =— 2oen Y ; 3 3
Invullen:
4u(t t t

Stel nu v(t) = «/(t), dan volgt (methode van ordeverlaging):
1
200/(t) = v(t) oftewel o/(t) = Zu(t). Dus: v(t) = ex MK — 013 = OV
Dus:
W (t)=CVt = u(t)=ctVt+ co

Ten slotte volgt dan dat:

C
y(t) = 1Vt + ?2, c1,02 € R,

2. Dit is opgave 4 van § 4.3.

De karakteristieke vergelijking is: 73 —r = 0 oftewel r(r?—1) = 0. Dus: r = 0 of 7 = %1.
De algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking y"'(¢t) — ¢/(t) = 0 is
dus yx(t) = c1 + coe! + c3et. Voor een particuliere oplossing kunnen we de methode
van onbepaalde coéfficiénten toepassen. Stel daarom: y,(t) = Acost + Bsint. Dan
volgt: 4/(t) = —Asint + Bcost, y"(t) = —Acost — Bsint en y"(t) = Asint — B cost.
Invullen geeft dan:

Yy (t) —y,(t) = 2cost: 2Asint —2Bcost = 2cost.

Dus: A =0en B = —1. Een particuliere oplossing is dus: y,(t) = —sint. De algemene
oplossing is dus:

y(t) = —sint + c1+ CQet + Cgeit, Cc1,C2,C3 € R.



3. Dit is opgave 11 van § 6.5.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:
s

s2Y (s) — sy(0) — 4/ (0) + 2 [sY (s) — y(0)] +2Y (s) = oo e .

Nu is: y(0) =0 en ¢/(0) = 0. Dus volgt:
L
241 °

—T7S

(s 4+ 25 +2)Y(s) =

Hieruit volgt:
s e*ﬂ'S
Y(s) = .
() (82+1)(S2+28+2)+82+28+2
Met behulp van breuksplitsing vinden we
s _ As+B C(s+1)+D

(s2+1)(s2 + 25+ 2) s2+1 * (s+1)2+1
(As+ B)(s®+2s+2) + (C(s+ 1) + D)(s* + 1).

(s24+1)(s2+2s+2)
En dus:
s:(A+C)s3+(2A—|—B+C+D)32—|—(2A—|—2B—|—C)s+2B+C’+D.

1 2 1
Hieruit volgt: A = =R B = =3 C = — en D = ——. Dus:

1 2 1 1 1 1 s
Y(s):7 S S+ e

3
5?41 5241 C5(s+1)24+1 5(s+1)2+1 * (s+1)2+1
Terugtransformeren geeft ten slotte:

—t —(t—m)

1 2 1 3 . .
y(t) = —cost + —sint — =€ cost — =€ sint + ur(t)e sin(t — 7).

) 5

4. Vergelijk met opgave 27 van § 6.6.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

SY () = y(0) =Y (s) 5 =~

S

Met y(0) = 1 volgt dan:
1 —1 31 -1
(5—1>Y(s):1—28 — <S>Y(s)zs .

52

Hieruit volgt:

_os(s—1) s(s—1) B s
e wl P P B PR § R
s+% 1 %\/3

(s+1243  VB(s+ 1243

Terugtransformeren levert dan:

y(t) =e" 2 Leos(= t\[) — 2 bsin(= t\[)

\/3



5. Zie § 7.9. Vergelijk met opgave 3.

De karakteristieke vergelijking van A is:

=r’—4-5=r"-9 = r=4=£3.

|A—TI\:‘ 2—r 1

5 —2-r

We bepalen nu de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde r = +3:

-1 1 1
s (44) = ue(0)

5 1 —1

r2=-3: <5 1) — ”2_< 5)
Dus: z,(t) = ¢ <1 >e3t+c < 1) —3t
LIy 1 1 2 5 e .

Voor een particuliere oplossing proberen we nu

en

gp(t) =wucost +wvsint.

Invullen geeft dan:

—usint +vcost = Aucost + Avsint + ( _8 >cost—|— < 2 >sint.

) 0
Au+< 0)—1} en Av+<5)——U-

Nu volgt (vul de eerste vergelijking in de tweede in):

A2u+A<_g>+<g>=—u

Hieruit volgt:

oftewel
9 _ 51\ 0y (10-01Y\ (10
rnu=a(5)-(5)=(%25)=(»):
Nu is
s (2 1 2 1\ (90
w3 )05 5)-(00)
dus:

(A2+I)u:<;8> — 10u:<;8> — u:<;>

Dan volgt:
- =5\ 1 -5\ [(2+2-5)\ [ -1
o () =a(2)+ ()= (35820)- ()

. 1 -1 . L
Dus: gp(t) = ucost +wsint = < 9 cost + ( 1 > sint. De algemene oplossing is

dus: z(t) = z,(t) +z,(t) = < ; )eost+< _1 >sint—|—01< i >e3t+cQ< _é >e—3t.



6. Zie § 9.2 en § 9.3. Vergelijk met opgave 17 van § 9.3.

Voor de kritieke punten moet gelden

9—y?=0 = y=3ofy=-3

(l+z)(y—z)=0 = z=-1lofz=y.

De vier kritieke punten zijn dus: (-3, —3), (=1,—-3), (—1,3) en (3,3).

Voor elk van deze punten beschouwen we nu het lineaire stelsel
d ( T — xo ) _ ( Fo(wo,90)  Fy(o,90) ) ( T — T )
dt \ y—1o Ga(z0,90)  Gy(zo,0) y—vo )’
( Fa: ([E, y) Fy(

Ga(z,y) Gy(f::z)) ) - < y—2(i:— 1 1—ny )

0
2

waarbij

Voor (zo,y0) = (—3,—3) vinden we dan ( _g > met eigenwaarden —1 &+ +/13.

Voor (z9,y0) = (—1, —3) vinden we dan < 78 g ) met eigenwaarden 4iv/12 = £2i+/3.

Voor (zg,y0) = (—1,3) vinden we dan < 2 _g ) met eigenwaarden =+iv/24 = +2i/6.
0
—4

Dit betekent dat (—3,—3) en (3, 3) instabiele zadelpunten zijn (zowel positieve als ne-
gatieve eigenwaarden). Verder zijn (—1,—3) en (—1,3) centerpunten of spiraalpunten,
waarbij de stabiliteit onbekend is.

Voor (9, yo) = (3, 3) vinden we dan ( _Z ) met eigenwaarden 24+/28 = 2+2+/7.



7. Zie § 10.7.
Stel u(z,t) = X (x)T(t) # 0, dan volgt:

., B ; X"x) 1
4X"(2)T(t) = X(x)T"(t) = X(z) 4 T(t)

=0 (separatieconstante).

Hieruit volgt: X" (z) —oX(x) =0en T"(t) — 40T (t) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: X (0) =0 en X(2) = 0. Dus:

X'"z)—oX(x)=0, 0<x<2
{X(O):(), X(2)=0.

(a) Voor o = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + ag. Uit X(0) = X(2) =0
volgt dan a; = a2 = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X"(x) — p?>X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh ux +
by sinh px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
by sinh(2u) = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel o = —p? < 0, dan volgt: X"(x) + p?X(z) = 0 en dus X (z) = ¢ cos ux +
casinpz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
cosin(2p) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2u) =0 = 2u =

nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:
2,2
nom

Op = — 1 n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

nmx

Xn(2) :sin(7> , n=1,2,3,....
Voor T'(t) vinden we dan T"(t) + n?x%T(t) = 0. Uit de beginvoorwaarde u;(z,0) = 0

volgt bovendien dat 7”(0) = 0. Dus: T,,(t) = cos(nnt) met n =1,2,3,....
Hieruit volgt dat

o0
u(z,t) = Z:l ¢p Sin (1@2La:> cos(nrt).
n=

Uit de eerste beginvoorwaarde volgt dan:
- nw

u(z,0) = 2sin(2mz) — 4sin(4nx) <= Z Ccp sin (T) = 2sin(27z) — 4sin(4nx).
n=1

Hieruit volgt dat ¢4 = 2, cg = —4 en ¢, = 0 voor alle andere waarden van n.
De oplossing is dus:

o0
u(z,t) = Z Cp Sin <$> cos(nmt) = 2sin(27x) cos(4nt) — 4sin(4nx) cos(8nt).

n=1



