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1. Dit is opgave 25 van § 3.4.

(a) Uit y1(t) = t−1 volgt: y′1(t) = −t−2 en y′′1(t) = 2t−3. Invullen geeft dan:

t2y′′1(t) + 3ty′1(t) + y1(t) = 2t−1 − 3t−1 + t−1 = 0.

Dus: y1(t) = t−1 is een oplossing van de differentiaalvergelijking.

(b) Stel nu: y(t) = u(t) t−1. Dan volgt:

y′(t) = u′(t)t−1 − u(t)t−2 en y′′(t) = u′′(t)t−1 − 2u′(t)t−2 + 2u(t)t−3.

Invullen geeft dan:

tu′′(t)− 2u′(t) + 3u′(t) = 0 ⇐⇒ tu′′(t) + u′(t) = 0.

Stel nu v(t) = u′(t), dan volgt: tv′(t) + v(t) = 0. Dit is een eerste orde separabele
differentiaalvergelijking:

t
dv

dt
= −v ⇐⇒ dv

v
= −dt

t
.

Hieruit volgt dat v(t) = c1t
−1 en dus: u(t) = c1 ln t+ c2. De algemene oplossing is

dus: y(t) = u(t)t−1 = c1t
−1 ln t+ c2t

−1.

2. Vergelijk met opgave 10 van § 4.3.

De karakteristieke vergelijking is: r3 − 3r2 + 2r = 0 oftewel r(r − 1)(r − 2) = 0. De
algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dus yh(t) = c1 +
c2e

t + c3e
2t. Voor een particuliere oplossing proberen we dan: yp(t) = At2 +Bt+Ctet.

Dan volgt: y′p(t) = 2At+B+C(t+ 1)et, y′′p(t) = 2A+C(t+ 2)et en y′′′p (t) = C(t+ 3)et.
Invullen geeft dan:

4At+ 2B − 6A+ C(t+ 3− 3t− 6 + 2t+ 2)et = 4t+ et.

Hieruit volgt: A = 1, B = 3 en C = −1. Dus: yp(t) = t2 + 3t − tet. De algemene
oplossing is dus:

y(t) = yp(t) + yh(t) = t2 + 3t− tet + c1 + c2e
t + c3e

2t, c1, c2, c3 ∈ R.



3. Vergelijk met opgave 7 en 8 van § 6.1.

Er geldt:

F (s) = L{cosh t}(s) =
1
2
L{et}(s) +

1
2
L{e−t}(s) =

1
2
·
(

1
s− 1

+
1

s+ 1

)
=

1
2
· s+ 1 + s− 1

(s− 1)(s+ 1)
=

s

s2 − 1
.

4. Vergelijk met opgave 5 en opgave 11 van § 6.5.

Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) + 2 [sY (s)− y(0)] + Y (s) =
2

s2 + 1
+ 5 e−πs.

Nu is: y(0) = −1 en y′(0) = 0. Dus volgt:

(s2 + 2s+ 1)Y (s) = −s− 2 +
2

s2 + 1
+ 5 e−πs =

−s3 − 2s2 − s
s2 + 1

+ 5 e−πs.

Hieruit volgt:

Y (s) =
−s3 − 2s2 − s

(s+ 1)2(s2 + 1)
+ 5

e−πs

(s+ 1)2
.

Merk op dat (dan is breuksplitsing niet nodig)

−s3 − 2s2 − s
(s+ 1)2(s2 + 1)

=
−s(s2 + 2s+ 1)
(s+ 1)2(s2 + 1)

=
−s(s+ 1)2

(s+ 1)2(s2 + 1)
= − s

s2 + 1
.

Met behulp van breuksplitsing vinden we

−s3 − 2s2 − s
(s+ 1)2(s2 + 1)

=
A(s+ 1) +B

(s+ 1)2
+
Cs+D

s2 + 1

=
A(s+ 1)(s2 + 1) +B(s2 + 1) + Cs(s+ 1)2 +D(s+ 1)2

(s+ 1)2(s2 + 1)
.

En dus:

−s3 − 2s2 − s = (A+ C)s3 + (A+B + 2C +D)s2 + (A+ C + 2D)s+A+B +D.

Hieruit volgt: A = 0, B = 0, C = −1 en D = 0. Dus:

Y (s) = − s

s2 + 1
+ 5

e−πs

(s+ 1)2
.

Terugtransformeren geeft ten slotte:

y(t) = − cos t+ 5uπ(t)(t− π)e−(t−π).

5. (a) Dit is opgave 5 van § 7.7.
We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

0 = |A− rI| =
∣∣∣∣ 2− r −1

3 −2− r

∣∣∣∣ = r2 − 4 + 3 = r2 − 1 = (r − 1)(r + 1).



De eigenwaarden zijn dus: r = ±1. Voor de eigenvectoren vinden we dan:

r1 = 1 :
(

1 −1
3 −3

)
−→ v1 =

(
1
1

)
en

r2 = −1 :
(

3 −1
3 −1

)
−→ v2 =

(
1
3

)
.

Een fundamentaalmatrix van x′(t) = Ax(t) is dus (bijvoorbeeld)

Ψ(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)
.

Dan volgt:

Ψ(0) =
(

1 1
1 3

)
=⇒ Ψ−1(0) =

1
2

(
3 −1
−1 1

)
.

Ten slotte volgt:

eAt = Ψ(t) ·Ψ−1(0) =
1
2

(
et e−t

et 3e−t

)
·
(

3 −1
−1 1

)
=

1
2

(
3et − e−t −et + e−t

3et − 3e−t −et + 3e−t

)
.

(b) Dit is opgave 1 van § 7.9.
We zoeken een particuliere oplossing van de vorm xp(t) = u1te

t + u2e
t + u3t+ u4.

Invullen geeft dan:

u1(t+ 1)et + u2e
t + u3 = Au1te

t +Au2e
t +Au3t+Au4 +

(
1
0

)
et +

(
0
1

)
t.

Hieruit volgt:

Au1 = u1, Au2 +
(

1
0

)
= u2 + u1, Au3 +

(
0
1

)
= o en Au4 = u3.

Dus: u1 = α

(
1
1

)
en (A− I)u2 = u1−

(
1
0

)
=
(
α− 1
α

)
:
(

1 −1
3 −3

∣∣∣∣ α− 1
α

)
.

Dit is alleen oplosbaar als 3(α− 1) = α oftewel α =
3
2

. Dan volgt:

u1 =
3
2

(
1
1

)
en u2 =

1
2

(
1
0

)
(bijvoorbeeld).

Verder volgt:

Au3 = −
(

0
1

)
:
(

2 −1
3 −2

∣∣∣∣ 0
−1

)
=⇒ u3 =

(
1
2

)
en

Au4 = u3 :
(

2 −1
3 −2

∣∣∣∣ 1
2

)
=⇒ u4 =

(
0
−1

)
.

Een particuliere oplossing is dus

xp(t) = u1te
t + u2e

t + u3t+ u4 =
3
2

(
1
1

)
tet +

1
2

(
1
0

)
et +

(
1
2

)
t−

(
0
1

)
.

De algemene oplossing is dan:

x(t) =
1
2

(
3t+ 1

3t

)
et +

(
t

2t− 1

)
+ c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t, c1, c2 ∈ R.



6. Vergelijk met opgave 7 van § 10.5.

Stel u(x, t) = X(x)T (t) 6= 0, dan volgt:

4X ′′(x)T (t) = X(x)T ′(t) =⇒ X ′′(x)
X(x)

=
1
4
· T
′(t)
T (t)

= σ (separatieconstante).

Hieruit volgt: X ′′(x)− σX(x) = 0 en T ′(t)− 4σT (t) = 0.

Uit de randvoorwaarden volgt: X(0) = 0 en X(2) = 0. Dus:{
X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2

X(0) = 0, X(2) = 0.

(a) Voor σ = 0 vinden we: X ′′(x) = 0. Dus: X(x) = a1x+ a2. Uit X(0) = X(2) = 0
volgt dan a1 = a2 = 0. Dus: σ = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel σ = µ2 > 0, dan volgt: X ′′(x) − µ2X(x) = 0 en dus X(x) = b1 coshµx +
b2 sinhµx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat b1 = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
b2 sinh(2µ) = 0. Dus: b2 = 0, want µ 6= 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel σ = −µ2 < 0, dan volgt: X ′′(x) + µ2X(x) = 0 en dus X(x) = c1 cosµx +
c2 sinµx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat c1 = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
c2 sin(2µ) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2µ) = 0 =⇒ 2µ =
nπ, n = 1, 2, 3, . . .. Er zijn dus negatieve eigenwaarden:

σn = −n
2π2

4
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sin
(nπx

2

)
, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor T (t) vinden we dan Tn(t) = e−n
2π2t met n = 1, 2, 3, . . .. Dus:

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−n2π2t sin

(nπx
2

)
.

Uit de beginvoorwaarde volgt:

u(x, 0) = 2 sin(2πx) + sin(3πx)− 3 sin(5πx)

⇐⇒
∞∑
n=1

cn sin
(nπx

2

)
= 2 sin(2πx) + sin(3πx)− 3 sin(5πx).

Hieruit volgt dat c4 = 2, c6 = 1, c10 = −3 en cn = 0 voor alle andere waarden van n.
De oplossing is dus:

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−n2π2t sin

(nπx
2

)
= 2e−16π2t sin(2πx) + e−36π2t sin(3πx)− 3e−100π2t sin(5πx).


