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1. Dit is opgave 25 van § 3.4.
(a) Uit y1(t) =t~ volgt: yj(t) = —t~2 en y}(t) = 2¢t=3. Invullen geeft dan:
2yl ) + 3ty () + () =207 =3t L+ =0.
Dus: y1(t) = t~! is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
(b) Stel nu: y(t) = u(t)t~'. Dan volgt:
y () = (Bt —wt)t™? en () =" ()t — 20/ (1)t + 2u(t)t 3.
Invullen geeft dan:
tu”(t) — 20/ (t) + 3d' (1) =0 <= td"(t) +d/(t) = 0.

Stel nu v(t) = u/(t), dan volgt: tv'(t) + v(t) = 0. Dit is een eerste orde separabele
differentiaalvergelijking:

dv dv dt
t—=—v = —=-——.

dt v t
Hieruit volgt dat v(t) = c1t~! en dus: u(t) = ¢1Int + co. De algemene oplossing is
dus: y(t) = u(t)t™ ! = cit7tInt + et L.

2. Vergelijk met opgave 10 van § 4.3.

De karakteristieke vergelijking is: 7% — 3r2 4 2r = 0 oftewel r(r — 1)(r — 2) = 0. De
algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dus yp(t) = ¢1 +
cael + cze?t. Voor een particuliere oplossing proberen we dan: yp(t) = At? + Bt + Ctet.
Dan volgt: y,(t) = 2At+ B+ C(t+1)e’, y)(t) = 2A+ C(t +2)e’ en y)'(t) = C(t + 3)e.
Invullen geeft dan:

4At+2B —6A + CO(t +3 — 3t — 6 + 2t + 2)e" = 4t + €.

Hieruit volgt: A =1, B =3 en C = —1. Dus: y,(t) = t* + 3t — te’. De algemene
oplossing is dus:

y(t) = yp(t) + yn(t) = t2 43t — te + ¢ + coet + cse®, 1, c0,03 € R.



3. Vergelijk met opgave 7 en 8 van § 6.1.

Er geldt:
F(s) = L{cosht}(s) = %ﬁ{et}(s) + %L{eit}(s) - % ' <5 i 1 + s wlL 1)
1 s+14s—-1 s
= 5'(5—1)(8‘}—1)_52_1.

4. Vergelijk met opgave 5 en opgave 11 van § 6.5.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

s?Y (s) — sy(0) — /(0) + 2 [sY (s) —y(0)] + Y (s) = a7 o
Nu is: y(0) = —1 en ¢/(0) = 0. Dus volgt:
2 —s3—2s2 — 5
2 _ — _ —
(s +2s+1)Y(s) ——s—2+m+56 = T—i—f)e e,
Hieruit volgt:
—s3 - 9252 — s e ™

Y(s) = .
O =Grerry PP
Merk op dat (dan is breuksplitsing niet nodig)

—53—2s% — s —s(s? +2s+1) —s(s+1)2 s

(s+1)2(s2+1) (s+1)2(s2+1) (s+1)2(s2+1)  2+1°
Met behulp van breuksplitsing vinden we

—s3—-2s2—s  A(s+1)+B Cs+D
(s +1)2(s24+1) (s+1)2 s2+1
A(s+1)(s* + 1)+ B(s? +1) + Cs(s + 1)2 + D(s + 1)?

(s+1)%2(s2+1)

En dus:
—s3 -2 —s=(A+C)s*+ (A+ B+2C +D)s* + (A+C+2D)s+ A+ B+ D.
Hieruit volgt: A=0, B=0,C =—1en D =0. Dus:

S 677'('8

— 5 .
211 "Grie

Y(s) =

Terugtransformeren geeft ten slotte:

y(t) = — cost + Bug(t)(t — m)e ),

5. (a) Dit is opgave 5 van § 7.7.
We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

0=|A—rl|l= =2 —443=r—1=(r-1(r+1).

2—7r -1
3 —2—r




De eigenwaarden zijn dus: » = +1. Voor de eigenvectoren vinden we dan:

1 -1 1
3 —1 1

Een fundamentaalmatrix van z/(t) = Az(t) is dus (bijvoorbeeld)

U(t) = ( Zi 36; ) .

en

Dan volgt:

Ten slotte volgt:

A =w(t)- v 0) = ;(i 3€:t>'<—? i>

_ 1 et —et  —el et
o2\ 3et—3e7t —el 43¢t )

(t) = uqte’ + ugel + ust + uy.

Dit is opgave 1 van § 7.9.

We zoeken een particuliere oplossing van de vorm z,,
Invullen geeft dan:

1
gl(t—i—l)et—i-gget—l-gg:Ag1t€t+AQ2€t+Aﬂ3t+Au4+ < 0 >€t+ ( ? )t

Hieruit volgt:

Auy = uy, Auz+<é>=uz+ul, Au3+<?>=o en Auy = us.

oo} mr-mn-n()- (1) (3215

Dit is alleen oplosbaar als 3(cv — 1) = « oftewel a = 3 Dan volgt:

3/ 1 1/ 1 .
u =g < ) > en Uy =g < 0 > (bijvoorbeeld).
Verder volgt:

we-(1) (32]3) = =-(3)
wewe (33]5) = w-()

Een particuliere oplossing is dus
171 1 0
tx t _
(1)ea o) (a)e- (V)
De algemene oplossing is dan:

1/ 3t+1) t 1\ 1\
:v(t)—2< 3t >e+<2t_1>+01<1>e+62 5 ¢ c1,c2 €R.

en

N | o
— =

z,(t) = uste’ + uge’ + ugt +uy =



6. Vergelijk met opgave 7 van § 10.5.
Stel u(x,t) = X ()T (t) # 0, dan volgt:
X”(x)

AX"(x)T(t) = X (2)T'(t) = X () :i' T(t)

=0 (separatieconstante).

Hieruit volgt: X" (z) — o X (z) =0 en T(t) — 40T (t) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: X(0) =0 en X(2) = 0. Dus:

X"(z)—oX(x)=0, 0<z<2
{X(O):(), X(2)=0.

(a) Voor o = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + ag. Uit X(0) = X(2) =0
volgt dan a; = a9 = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X"(x) — p?X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh ux +
by sinh px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
by sinh(2u) = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel 0 = —p? < 0, dan volgt: X"(z) + p2X(z) = 0 en dus X (x) = ¢; cos px +
casinpz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
cosin(2p) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2u) =0 = 2u =

nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:
2,2
nom

Op = — 1 n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x):sin<%>, n=1,23,....

Voor T(t) vinden we dan T}, (t) = ¢ ™™t met n =1,2,3,.... Dus:

oo
u(zx,t) = Z cne ™ sin (n;rz) .

n=1

Uit de beginvoorwaarde volgt:
u(z,0) = 2sin(27z) + sin(37x) — 3sin(57x)
o
= Z Cp Sin (?) = 2sin(27z) + sin(37x) — 3sin(brz).
n=1

Hieruit volgt dat ¢4 = 2, ¢ = 1, c1p = —3 en ¢, = 0 voor alle andere waarden van n.
De oplossing is dus:

oo
nmwx
u(x,t) = che_”2”2t sin (%)
n=1

= ¢ 167 sin(27z) + 307" sin(3wz) — 3¢ 1007 sin(5mx).



