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1. Vergelijk met voorbeeld 3 en opgaven 26 en 29 van § 3.4.
(a) Uit y1(t) = e volgt: y|(t) = €' en y{(t) = €'. Invullen geeft dan:
ty{(t) — 2t + Dyt + t+Dyr() =t =2t —1+t+1)el =0.
Dus: y1(t) = € is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
(b) Stel nu: y(t) = u(t) e!. Dan volgt:
Y (t) =/ (t)e! +u(t)e! en 9 (t) = u"(t)e' + 2u'(t)e' + u(t)e'.
Invullen geeft dan:
tu(t)e! + 2t/ (t)e! — (2t + D/ (t)ef =0 = tu"(t) —u/(t) = 0.

Stel nu v(t) = u/(t), dan volgt: tv'(t) — v(t) = 0. Dit is een eerste orde separabele
differentiaalvergelijking:

d d dt

tY =y = L8 mp@)| =Lt +C = ot) = £CtL
dt v t

= c1t en dus: u(t) = 1e1t? + ¢z De algemene oplossing is

Hieruit volgt dat v(t)
= %cthet + coet.

dus: y(t) = u(t)et

2. Vergelijk met opgave 6 en opgave 8 van § 6.5.
Stel L{y(t)}(s) =Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:
sY (s) — sy(0) — ¢/ (0) +4Y (s) = e ™.
Nu is: y(0) =1 en 3/(0) = 0. Dus volgt:

s e—’TI'S

232+4+32+4'

(8> +4)Y(s)=s+e ™ = Y(s)
Terugtransformeren geeft ten slotte:

1
y(t) = cos 2t + §u7r(t) sin2(t — ).



3. Vergelijk met opgave 26 van § 6.6.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

1 S
Y(s) — = - -Y{(s).
SY(9) = y(0) = | + g Y(9)
Nu i (0)=1.D lgt Y (s) 1+1 1t |
1S: = 1. : — — _
uis: y us volg s 1 s so ewe
53 s+1 (s+1)(s*+1) 1 1 1 1
7Y = — Y - — = - — [— —_
s24+1 (5) s (5) 54 s+52+s3+34

Terugtransformeren geeft ten slotte:

1 1
) =1+t+ —t>+ =3,
y(t) Tttt

4. (a) Zie § 7.7. Vergelijk met opgave 5 van § 7.5.
We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

0=|A—rl|l= ' _21_7“ _21_T ' = 4 4r+3=(r+1)(r+3).
De eigenwaarden zijn dus: 71 = —1 en ro = —3. Voor de eigenvectoren vinden we
dan:
rp=—1: (_1 1> — v:<1>
' 1 -1 -t 1
en

11 -1
rg = —3: <1 1) — v2:< 1>.

Een fundamentaalmatrix van 2/(t) = Az(t) is dus (bijvoorbeeld)
Dan volgt:

Ten slotte volgt:

1/ et —e3 11
At _ -1 _ 1 _
vt = 3 (S0 ) ()
1/ etdeBt =t _ =3t
Y < et — e B3t oty o3t > .
(b) Dit is voorbeeld 1 t/m 3 van § 7.9. Methode van onbepaalde coéfficiénten:

We zoeken een particuliere oplossing van de vorm z,,(t) = ute Pt uge Tt Fugt +uy.
Invullen geeft dan:

Ql(—t—f—l)eit_ﬂgeit"‘ﬂg — Au1t6t+Au2€t+Au3t+Au4+< (2) >et—|—< g >t

Hieruit volgt:

Auy = —uy, Au2+<§>=u1—u2, Au3+(g>=0 en Auy = us.



1 a—2 —1 1
Dus: ul—a<1>en(A+I)u2—< N >( 1 1 N

alleen oplosbaar als a — 2 = —« oftewel @ = 1. Dan volgt:

u; = ( 1 ) en wuy = < (1) ) (bijvoorbeeld).
Verder volgt:

w=-(5): (1 3]3) = »=(3)

Auy = usq : -2 L1 = Uy = _Lid
T 1 -2 2 T3\ 5
Een particuliere oplossing is dus
1 1 1 1/ 4
_ —t —t _ —t —t
z,(t) = uyte " +uge +u3t+u4—<1)te +(0>e +<2 t—3(5>.
De algemene oplossing is dan:

C(t+1\ 1 3t—4 1\ 1\ _g
a:(t)( ; )e +3<6t—5>+01<1>6 +c 1 e, c1,c0 €R.

Dit is de methode van onbepaalde coéfficiénten (§ 7.9, voorbeeld 2). Het kan ook via
diagonaliseren (§ 7.9, voorbeeld 1) of variatie van de constante (§ 7.9, voorbeeld 3).

a_2>.Dum

en

5. Zie § 9.2 en § 9.3. Vergelijk met opgave 5 en 10 van § 9.2 en opgave 5 van § 9.3.

Voor de kritieke punten moet gelden

2(y—2)=0 = z=0ofy=2

(x—2)y=0 = xz=2o0fy=0.
De twee kritieke punten zijn dus: (0,0) en (2,2).

Voor elk van deze punten beschouwen we nu het lineaire stelsel
d ( ) > _ ( Fy(xo,90)  Fy(o,90) > ( T — Zo )
dt \ Yy — o Ga(zo,50)  Gy(wo, yo) y—y )’

<Fw(x7y) Fy(xay) >:(y_2 € >
Gﬂﬂ(xvy) Gy(xay) ) r—2 i
-2 0
0 -2
Merk op dat zowel de algebraische als de meetkundige multipliciteit van de eigenwaarde
gelijk is aan 2. De matrix is diagonaliseerbaar (het is immers een diagonaalmatrix).
Dit betekent dat (0,0) een asymptotisch stabiele zuivere knoop is van het lineaire stel-

sel. Voor het niet-lineaire stelsel is (0,0) dan een asymptotisch stabiele knoop of een
asymptotisch stabiel spiraalpunt.

waarbij

Voor (z0,y0) = (0,0) vinden we dan met eigenwaarde(n) A = —2 (2x).

Voor (z9,y0) = (2,2) vinden we dan < (2] (2) >:

‘—A 2

9 _)\‘:A2— :()\—2)()\+2) — )\1:Zen)\2:—2.

Dit betekent dat (2,2) zowel voor het lineaire als het niet-lineaire stelsel een instabiel
zadelpunt is (zowel een positieve als een negatieve eigenwaarde).



6. Zie § 10.8.
Stel u(x,y) = X(2)Y (y) # 0, dan volgt:

X'(@) _ Y'()
X))~ YW

X"x)Y(y) + X(2)Y'(y) =0 = = o (separatieconstante).

Hieruit volgt: X" (z) —oX(z) =0en Y"(y) 4+ oY (y) = 0.
Uit de homogene randvoorwaarden volgt: X (0) =0, X(2) =0 en Y(0) = 0. Dus:

X"(z)—oX(x)=0, 0<z<2
{X(O):(), X(2)=0.

(a) Voor o = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + ag. Uit X(0) = X(2) =0
volgt dan a; = a9 = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X"(x) — p?X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh ux +
by sinh px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
by sinh(2u) = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel 0 = —p? < 0, dan volgt: X"(z) + p2X(z) = 0 en dus X (x) = ¢; cos px +
casinpz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
cosin(2p) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2u) =0 = 2u =

nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:
2,2
nom

Op = — 1 n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

nnx

Xn(x):sin<7>, n=1,23,....

n?n?

Voor Y (y) vinden we dan: Y”(y) — Y(y) = 0 met Y(0) = 0. Hieruit volgt:

Y, (y) = sinh (?) met n=1,2,3,.... Dus:

o0
u(z,y) = Z Cp Sin (?) sinh (%) .
n=1
Uit de inhomogene randvoorwaarde volgt:

u(z,4) = 2sin(27z) + sin(4nx)

oo
— Z sinh(2nm)e;, sin (?) = 2sin(27z) + sin(4nz).
n=1

Hieruit volgt dat sinh(87)cs = 2, sinh(167)cg = 1 en ¢, = 0 voor alle andere waarden
van n.
De oplossing is dus:

u(z,y) = i Cp, Sin <?) sinh (%)

n=1

2
= ————sin(27x) sinh(27y) +

in(4 inh(47y).
sinh(87) sin(47x) sinh(47y)

1
sinh(167)



