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1. Zie § 3.6. Vergelijk met opgave 6.
De karakteristieke vergelijking is: 72 +4 = 0 en dus r = £2i. De algemene oplossing
van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dus y,(t) = ¢ cos(2t) 4 casin(2t). Stel
nu y(t) = uy(t) cos(2t) + us(t) sin(2t) (variatie van de constanten), dan volgt:
Y (t) = u)(t) cos(2t) + ub(t) sin(2t) —2uy (t) sin(2t) + 2uq(t) cos(2t)

=0

y"(t) = —2u](t) sin(2t) + 2uj(t) cos(2t) — duq (t) cos(4t) — dus(t) sin(2t).

Invullen geeft dan: —2u/(t)sin(2t) + 2uf(t) cos(2t) = cos(2D)’ Dus:
u) (t) cos(2t) + uh(t)sin(2t) = 0
2
—u) (t) sin(2t) + uh(t) cos(2t) = cos(21)’
Hieruit volgt:
2sin(2t
uh(t) =2 en wui(t) = _cos(<2t))

en dus
ug(t) =2t +co en wi(t) =In(cos(2t)) + ¢;.

De algemene oplossing is dus

y(t) = ui(t) cos(2t)+uz(t) sin(2t) = cos(2t) In(cos(2t))+2t sin(2t)+cy cos(2t)+cq sin(2t).

2. Zie § 6.4. Vergelijk met opgave 4.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

s2Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) +4Y (s5) = (1 + ™)

s2+1
Met y(0) = 1 en 3/(0) = 0 volgt dan:
s s

= YO = et e @y

(32+4)Y(3) = s—i—(l—i—e"rs)s2 1



Met behulp van breuksplitsing vinden we dan

s As+B Cs+ D

(s2+1)(s2+4)  s2+1 Ty
(A+C)s3+ (B+ D)s*+ (4A+C)s+4B+ D
(s2+1)(s2+4) '

Hieruit volgt: A = %, C= —% en B=D =0. Dus:

s 1 s s s
Y(S)—752+4+§(1+6 )|:52+1 52+4:|.

Terugtransformeren geeft ten slotte:

y(t) = %cost + §COS(2t) + éuw(t) [cos(t — ) — cos(2(t — m))].

. Dit is opgave 28 van § 6.6.
Stel £{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:
1 2 1
sY (s) —y(0) — 5 8 Y(s) = T2
Met y(0) = 1 volgt dan

1 s2—1 s2—-1 s3 s

(5513>Y(s):12282 — ()=

Terugtransformeren geeft dan: y(t) = cost.

. Vergelijk met opgave 18 van § 7.8.
De karakteristieke vergelijking van A is:
1—r 0 0

|A—rl| = 1 2—r -1 |=01-r)
1 1 —r

2—r -1

1 —r :(1—7“)(7“2_27“—1-1):(1_7,)3.

De matrix A heeft dus een drievoudige eigenwaarde 1 (gegeven).

We bepalen nu de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde r = 1:

00 O 11 -1 1 0
11 -1 |~100 O — Ey=Span{| 0 |, 1 |}
11 -1 00 O 1 1

Voor een gegeneraliseerde eigenvector v moet dan gelden: (A — I)v = u, waarbij u een
geschikt gekozen eigenvector van A is. We moeten daarom « en 3 zo kiezen dat het
volgende stelsel oplosbaar is:

00 0| «o 11 -1] 23
11 -1] B8 ~[ 00 0]a
11 -1| a+8 00 0|0



Hieruit volgt dat we o = 0 moeten kiezen. Als we nu 5 = 1 kiezen, dan volgt:

0 11 -1]1 1
u=| 1 en 00 00 — wv=|[o0 (bijv.).
1 00 00 0

De algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen is dus

1 0
zt)=c1 | 0 |e4+ea| 1 |e'4e3| t |€.
1 1

. Zie § 9.2 en § 9.3. Dit is opgave 18 van § 9.3.

Voor de kritieke punten moet gelden

(y—1(y—22)=0 = y=1lofy=22x
(x4+2)(x—2y)=0 = x=-2of x=2y.

De vier kritieke punten zijn dus: (0,0), (2,1), (—=2,1) en (—2,—4).

Voor elk van deze punten beschouwen we nu het lineaire stelsel
d ( T — xo ) _ ( Fy(wo,90)  Fy(o,90) ) ( T — T )
dt \ y—1o Ga(wo,y0) Gy(o,y0) y—yo )’

(e @i )= (250 M)

Voor (z9,y0) = (0,0) vinden we dan ( 2 —1 >:

waarbij

2 -4

’2—/\ -1

) _4_)\':)\2+2/\—6:()\+1)2—7 = A=-1+T.

Voor (xg,y0) = (2,1) vinden we dan < 2 :2 >:

'—/\ 3

A _8_)\':)\2+8)\+12:(>\+2)()\+6) = A\ =-2en )\ =6

Voor (zo,y0) = (—2,1) vinden we dan < _2 3 ):

'—)\ 5

. _)\‘:A2+20 =  \==+2iV5.



Voor (z9,y0) = (—2,—4) vinden we dan ( 12 _8 ):

10 — - .
' 06 A _i ‘:/\2—10/\+30:(/\—5)2+5 = A=5%iV5.
Dit betekent dat (0, 0) een instabiel zadelpunt is (zowel positieve als negatieve eigenwaar-
den). Verder is (2,1) een asymptotisch stabiele knoop (twee negatieve eigenwaarden)
en (—2,1) een spiraal- of centerpunt, waarvan de stabiliteit onbekend is. Ten slotte is
(—2, —4) een instabiel spiraalpunt (twee niet-reéle eigenwaarden met positief reéel deel).

. Zie § 10.8. Dit is een Dirichletprobleem voor een cirkel(vormig gebied).
Stel u(r,t) = R(r)T(t) # 0, dan volgt:

R"(r)T(t) + %R’(T)T(t) + T%R(T)T”(t) =0

LR | R _T'(0)
= "&n TR T 1@
Hieruit volgt: r2R”(r) + rR/(r) — oR(r) = 0 en T"(t) + oT(t) = 0.

Nu moet T'(t) moet periodiek zijn met periode 2w en R(r) begrensd (voor r — 0).

= o0 (separatieconstante).

(a) Stel o =0, dan volgt: T"(t) = 0. Dus: T(t) = a1t + ag. Dit is alleen periodiek als
a; = 0. Dus: 0 = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende eigenfunctie Ty(t) = 1
(een constante). Voor R(r) vinden we dan: r2R"(r) + rR'(r) = 0 (Euler vergelij-
king) met als oplossing R(r) = k1 + k2 Inr. Dit is alleen begrensd voor r — 0 als
ko = 0. Dit levert de eigenfunctie Ro(r) = 1 (een constante).

(b) Stel 0 = —p? < 0, dan volgt: T"(t) — p*>T(t) = 0 en dus T(t) = by cosh ut +
by sinh put. Dit is alleen periodiek als by = bo = 0. Er zijn dus geen negatieve
eigenwaarden.

(c) Stel o = p? > 0, dan volgt: T"(t) + p?T(t) = 0 en dus T'(t) = c¢; cos ut + ¢z sin pt.
Deze oplossingen zijn alleen periodiek met periode 27 (voor alle ¢; en ¢g) als p =n
geheel. Er zijn dus positieve eigenwaarden: o, = n? met n = 1,2,3,... met
bijbehorende eigenfuncties

Tn(t) = cpcos(nt) + kpsin(nt), n=1,2,3,....
Voor R(r) vinden we dan de Euler vergelijking
PR"(r)+rR(r) —n’R(r) =0 = Rr)=kr"+kor ™, n=123....

Dit is alleen begrensd voor r — 0 als k; = 0. We vinden dus de eigenfuncties
R,(r)=r"met n=1,2,3,....

Dus: -
u(r,t) = %0 + er" [cn cos(nt) + kysin(nt)].
n=
Uit de beginvoorwaarde volgt dan dat alle coéfficiénten gelijk aan nul zijn, behalve:
co=2,ca=1en k3 = —2. De oplossing is dus:

u(r,t) =1+ r%cos(2t) — 2r®sin(3t).



