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1. Zie § 4.3. Vergelijk met opgave 15.
De karakteristieke vergelijking is:
34+ 3r* —4=0 oftewel (r—1)(r+2)>=0. Dus: r =1 of r = —2 (tweemaal).
De algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dus
yn(t) = cret + coe 2 4 cgte ™,

Voor een particuliere oplossing kunnen we de methode van onbepaalde coéfficiénten
toepassen: probeer y,(t) = Ae* + Bt?e~?'. Dan volgt: y,(t) = 2Ae* + B(2t — 2t*)e~*",

yn(t) = 4Ae* + B(2—8t+4t?)e " en yz(yg) (t) = 84e* + B(—12+ 24t —8t2)e2!. Invullen
geeft dan

A(8+12 — 4)e®' + B(—12 + 24t — 8t> + 6 — 24t + 12t% — 4t*)e ' = 16 + Hde

oftewel
164* — 6Be™> =16¢* + 54> = A=1 en B=-9.

Dus: y,(t) = e?t — 9t2e72!. De algemene oplossing is dus

y(t) = yp(t) +yn(t) = e? —9t2e™ 4 crel + coe? + cste 2.
p

2. Dit is opgave 27 van § 6.6.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

SV (s) — y(0) + Y (s) = ;(j)l.

Met y(0) = 1 volgt dan:

1 3+ 52+
- )V(s)=1 <= 2 177% yi)=1.
(3+ 52+1) (s) 2 +1 (s)

Met behulp van breuksplitsing vinden we dan

¥(s) s2+1 A Bs+C (A+B)s*+(A+C)s+ A
S) = fr— = .
s(s2+s+1) s s24+s+1 s(s24+s+1)
Hieruit volgt: A=1, B=0en C = —1. Dus:
1 1 1 1
Y(s)==— 55— =~ —

s £+s+1 s m'

Terugtransformeren geeft ten slotte:



3. Dit is opgave 18 van § 7.8.

We bepalen eerst de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde r = 1:

4 -3 -2 4 -3 -2 1 0
8 6 -4 |~ 0 0 O — Ey=Span{| 0 |, 2 |}
-4 3 2 0o 0 0 2 -3

Voor een gegeneraliseerde eigenvector v moet dan gelden: (A — I)v = u, waarbij u een
geschikt gekozen eigenvector van A is. We moeten daarom « en § zo kiezen dat het
volgende stelsel oplosbaar is:

4 -3 -2 o 4 -3 -2 o
8§ —6 —4 203 ~1 0 0 0| —2a+2p
-4 3 2| 2a-303 0 0 0 3o — 303

Hieruit volgt dat we @ = 3 moeten kiezen. Als we nu a = 8 = 2 kiezen, dan volgt:

2 4 -3 2|2 0
u=| 4 en 0 0 00 — w=| o0
—2 0 0 010 ~1

De algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen is dus

1 0 2t
zt)=c | 0 |e +c 2 et +es 4t el
2 -3 —2t—1

4. Zie § 9.2 en § 9.3. Vergelijk met voorbeeld 1 en 2 van § 9.2.

Voor de kritieke punten moet gelden

-1 —z—y) =0 #=0 e y(1-9)=0
- of

z(2+y)=0 y=—-2 en —(x+2)(3—2x)=0.

De vier kritieke punten zijn dus: (0,0), (0,1), (=2,—2) en (3, —2).

Voor elk van deze punten beschouwen we nu het lineaire stelsel
d < T — xo ) _ ( Fo(wo,90)  Fy(o,90) ) ( T — T >
dt \ y—yo Ga(wo,y0)  Gy(o,yo) y—yo )’

Fow,y) Fylwy) \_( -1+20 1-2y\
( )= ( )

waarbij

Voor (z9,y0) = (0,0) vinden we dan < _; é >:

‘ —1-X 1

2 O—A‘:A2+A_2:(A+2)(>\_]—) - Al:l en /\2:—2.

Voor (z9,y0) = (0,1) vinden we dan < _; _(1) ):

‘—1—>\ -1

N a3= (A4t LU — =t bm
3 0-X| - 5) T = -5 5viL

4



-5

Voor (zg,yo) = (—2,—2) vinden we dan < 0

_2 > met eigenwaarden —2 en —5 en

voor (zg,yo) = (3, —2) vinden we dan ( g g > met eigenwaarden 5 en 3.

Dit betekent dat (0,0) een instabiel zadelpunt is (zowel positieve als negatieve eigen-
waarden). Verder is (0, 1) een asymptotisch stabiel spiraalpunt (niet-reéle eigenwaarden
met negatief reéel deel). Ten slotte is (—2, —2) een asymptotisch stabiele knoop (twee
negatieve eigenwaarden) en (3, —2) een instabiele knoop (twee positieve eigenwaarden).

. Zie § 10.7. Vergelijk met voorbeeld 1.
Stel u(z,t) = X (x)T(t) # 0, dan volgt:

X"z) 1 T"(t)

X (@)T(1) = X(@0)T')) = S5 =16 T

=0 (separatieconstante).

Hieruit volgt: X”(z) —oX(z) =0en T"(t) — 16 6T (t) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: X (0) =0 en X(2) = 0. Dus:

X"(z)—oX(x)=0, 0<z<2
{X(O)zO, X(2)=0.

(a) Voor o = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + az. Uit X(0) = X(2) =0
volgt dan a; = a2 = 0. Dus: ¢ = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X"(x) — p?X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh ux +
by sinh px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
by sinh(2u) = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel 0 = —pu? < 0, dan volgt: X”(z) + p?X(x) = 0 en dus X (v) = c¢; cos ux +
cosinpz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
c2sin(2p) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2u) =0 = 2u =

nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:
22
nem

Op = — 1 n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x):sin<$>, n=123,....

Voor T'(t) vinden we dan T"(t) + 4n?7?T(t) = 0 met oplossing

To(t) = ¢ cos(2nmt) + ky sin(2nnt), n=1,2,3,....

Dus: -
u(z,t) = Z [cn, cos(2nmt) + ky, sin(2nmt)] sin <@> :
n=1 2
Uit de beginvoorwaarden volgt dan dat k, =0 voor alle n =1,2,3,... en

oo
u(z,0) = 2sin(2nz) + sin(3rzr) <~ Z Cp sin (?) = 2sin(27z) + sin(37x).
n=1

Hieruit volgt dat ¢4 = 2, ¢¢ = 1 en ¢,, = 0 voor alle andere waarden van n.
De oplossing is dus:

u(z,t) = 2 cos(8mt) sin(2mx) + cos(127t) sin(37z).



