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1. Vergelijk met § 4.2, opgave 35.

De karakteristieke vergelijking is:
P2t r=0 <= r(?+2r+1)=0 < r(r+1)*=0.

De algemene oplossing is dus: y(t) = c¢1 + cae™! + c3te™t. Dan volgt:
Y (t) = —coe ™t +c3(1 —t)e b en y'(t) = coe™t + c3(t — 2)e~t. Dus:

y(0) =1: 1 +e = 1
y/(0> =-2: —C9 +63 = =2 — cl = 17 Cy = 0, c3 = _2
y"(0) =4: co —2c3 = 4

De oplossing is dus: y(t) = 1 — 2te™".
Alternatief: Stel y/(¢) = v(t) en los eerst het beginwaardeprobleem

V" (t) + 20" (t) + v(t) =0

v(0) =-2, /(0)=4
voor v(t) op. Dan volgt: v(t) = —2e~" + 2te™" = ¢/(t) en dus y(t) = C — 2te™t. Uit
y(0) = 1 volgt dan dat C' = 1.

2. Vergelijk met § 6.5, opgave 11.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

2s

PV (5) = 5y(0) =/ (0) + 2[¥ (5) = y(O)] + ¥(s) = s+
2
Met 3(0) = 0 en 3/(0) = 1 volgt dan: (s> +2s+1)Y(s) =1+ ﬁ + e ™ en dus
24+ 2541 e " 1 e 7

Y(s) = = .
() (82+1)(52+28+1)+52—|—2s+1 s2+1+(5+1)2

Terugtransformeren geeft dan: y(t) = sint + . (t)(t — w)e~ =),



3. Vergelijk met § 6.6, opgave 28.

4.

Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

1

SY () = y(0) + 2V (s) =2+ 5~ -

Y(s).

Met y(0) = 1 volgt dan:

2 s34+ 252 + 5
2———1Y(s)=1 <— ————-Y(s)=1.
<S+ s2+1> (s) 2 +1 (s)

Hieruit volgt:

¥ (s) 241 s2+1 A B(s+1)+C
S) = = = — _—
$3+2s2+s  s(s+1)2 s (s+1)2 7

waarbij A(s + 1)? + Bs(s + 1) + Cs = s? + 1. Hieruit volgt:

Dus:

(a)

A +B = 1

24 +B 4+C = 0 = A=1, B=0, C=-2

A =1
_1 2 1 _ ot
Y(s)= P Py =  y(t)=1-2te "

Dit is opgave 7 van § 7.7. We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

o:yA—m:’ Sor —l

_ 2 e _
3 1_.|=7 6r+8=(r—4)(r —2).

De eigenwaarden zijn dus: r; = 4 en ro = 2. Voor de eigenvectoren vinden we dan:

Y 1 -1 (1
= a 3 -3 =1
. 3 -1 (1
fg=a: 3 -1 2= 3

a2t
Dus: ¥(t) = ( 24t 302t ) is een fundamentaalmatrix van 2/(t) = Az(t). Dan

\I’(O):(i ;) — \111(0):;<_i’ _1)

Ten slotte volgt:

4t 2t
At o1 _ e e 1 3 -1
A w0 = (G )5 (0 )
1
2

en

volgt:



(b) Vergelijk met opgave 8 van § 7.9. We zoeken een particuliere oplossing van de

vorm z,(t) = ue’ + (v,t 4 vy) €*. Invullen geeft dan:

uel + (20t + vy 4 20y) €2 = Aue® + A (vt +vy) e* + < L > et + ( 0 > e,
Hieruit volgt:

AU+((1)>=u, Avy =2v; en Av2+(g>=v1+2v2

oftewel

(A—I)u=—<(1)>, (A—2D, =0 en <A—2l>v2=v1—<g>.

wm=- (1) (27]7) = (1)
>en

Dus:

w =

v, is een eigenvector van A bij de eigenwaarde 2, dus: v; = « (

(A_21>v2=v1—(8): (3 j ‘ 3aa—2>'

Hieruit volgt dat « =1 en v, = < _(1) ) Dus:

t 2 0 1 2 0\ —2
z,(t) = ue’ + (vt +vy)e :<1 et g JtemH{ )T

De algemene oplossing is dan:

0 t 1 1
x(t)—(l >et+<3t_1 >€2t—|—61< 1 >€4t+62<3)62t, c1, 0 € R.

5. Dit is opgave 14 van § 9.3.
(a) De kritieke punten moeten voldoen aan:

l—2y=0
- :U:y3 en y4:1.

r—y3=0

Hieruit volgt dat y = £1. Voor y = 1 volgt dat x = 1 en voor y = —1 volgt dat
x = —1. De enige kritieke punten zijn dus: (—1,—1) en (1,1).



F, F, -y -
(b) Merk op dat < G G, > ( T )

In (—1,—1) vinden we dan het lineaire stelsel

/
<‘;11> :<1 _;)(iii) met eigenwaarden 7’172:—1:&\/5.

En in (1,1) vinden we het lineaire stelsel

!/
< z:i ) = < _1 :; > ( i:i > met eigenwaarden r = —2 (tweemaal).

(¢) Voor het niet-lineaire stelsel betekent dit dat (—1, —1) een instabiel zadelpunt (een
positieve en een negatieve eigenwaarde) is en dat (1,1) een asymptotisch stabiele
knoop of een asymptotisch stabiel spiraalpunt is.

(a) Zie § 10.4. Een Fourier sinusreeks voor f is f(z Z by, sin ( ) met L =2 en

b, = / flx sm )dIE
= /0 xsm(ng )dx+/2(2—x)sin<n72m> dx

S 1xdcos<m2m>—2/2(2—x)dcos<m2m)
1

nw Jo nmw
1

1
2 nwx 2 nwx
= — |—x cos (—) + — cos (—) dx
nmw 2 o nmJo 2
2 2

2 2
- [ (2 —x) cos (mm’)} +
nm 2 . nm /g

2
2 nmw 4 . snman]t 2 nmw
= ——cos— + ﬁsm<—) + —cos — —
n4m n

nmx

Cos (—) d(2 —x)

4 . /nnx 2
L e (M2

nm 2 2 o nm 9 72 92 )
4 . /nm 4 . /nm & . /nm
= (7)) e () = e (T) not2s
Dus
8 oasin (%) . nmry 8 o 2k + )Tz
f(x):ﬂ; -3 sm( )—ka_: 2k+ gsin | ————— .

(b) Vergelijk met opgave 2 van § 10.8. Stel u(z,y) = X (z)Y (y) # 0, dan volgt:
X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) =0
X'(z) __Y"(y)

— =— =0 (separatieconstante).

X () Y(y)




Hieruit volgt: X" (z) —oX(z) =0en Y"(y) 4+ oY (y) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: Y (0) =0, X(0) =0 en X(2) = 0. Dus:

X"(z)—oX(x)=0, 0<z<2

X(0)=0, X(2)=0.

i. Voor o0 = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + az. Uit X(0) =0 en
X (2) =0 volgt dan a3 = as = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel o = p? > 0, dan volgt: X”(z) — p?X(x) = 0 en dus X (x) = by cosh pz +
by sinh px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat b; = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens
dat bgsinh(2u) = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel 0 = —u? <0, dan volgt: X”(z) + p2X (x) = 0 en dus X (x) = ¢; cos pux +
cosin px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens
dat cgsin(2p) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2u) = 0,

n
dus: p = % voor n = 1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:
2,2
nem
O'n:—T7 n:1,2,3,...

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x):sin($), n=1,2,3,....

n2m?

Voor Y (y) vinden we dan: Y (y) —

Y(y) =0 en Y(0) = 0 met oplossingen
Y, (y) = sinh (?) voor n =1,2,3,.... Dus:

y) = Z:lcn sin (?) sinh (%) :
Uit de randvoorwaarde u(x,1) = f(z) volgt ten slotte:
. : nmw\ . (NTT
u(z,1) = f(z) <<= ;cn sinh (?) sin (T) = f(z).

Hieruit volgt met onderdeel (a) dat

8
cn, sinh (n;r) = Wsin <n77r)’ n=123,....

De oplossing is dus:

u(r,y) = ch sin (@> sinh (mry)

2
é s sm(

‘ 3
~




