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Oplosmethode warmtevergelijking

Het rand- en beginwaardeprobleem

() w

t =k, 0<x<L t>0
(M) w(0,t) =u(L,t)=0, 0<t,
(M) w(x,0)=f(x), 0<x<L

Parameter k is groter dan 0; voor 't gemak: schrijf k = a?.

Stap 1: scheiden van variabelen
Zoek oplossingen in de vorm u(x, t) = X(x) T (t).

Substitutie in (1) — bedenk dat k = a? — leidt tot
() _ »X"(x)

T'(t)X(x) = ?T()X"(x) & T() " X(x)
Kan alleen als (A) );/((XX)) =C en (B) 7_,__/((:)) — J2C. it

v
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Oplosmethode warmtevergelijking (2)

() ur=0c’Uy, 0<x<L, t>0
(1) w(0,t)=u(L,t)=0, 0<t,
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L
Stap 2: ‘gescheiden’ vergelijkingen oplossen
Eerst (A) ) _ ¢ & X(x)— CX(x) =0
X(x)

Merk op: (I1): X(0)T(t) = X(L)T(t) =0 impliceert:
X(0) = X(L) = 0.

+v/C, als C>0
Kar.vgl. P —C=0— na= 0, als C=0
+iv/—C, als C<0
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Oplosmethode warmtevergelijking (3)

In het eerste geval:  X(x) = AeVC 4 Be=xVC

Om aan X(0) = X(L) =0 te voldoen:

A+B=0, AetVC1BelVC=0 leidttot A=B=0,
dus tot X(x) =0 (triviale oplossing).

In het tweede geval (r12=0): X(x)=A+ Bx.
Opnieuw: X(0) =X(L)=0=A=B=0.

In het derde geval: schrijf C = —¢?
X(x) = Acos(ox) + Bsin(ox).
X(0)=0=A=0,

X(L)=0= Bsin(ocLl)=0=B=0 of oL=nm neZ.

Geeft niet-triviale oplossingen X,(x) = Bsin (7 x).

, dan r» = %£io, dus

nnnnnnn
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Oplosmethode warmtevergelijking (4)

Stapje terug (naar (B)):

v ax (T () e (my

L

T(t) “ X(x) “ sin (HTWX)

1'77\'2

2
Geeft T(t)= Ce @ (T)L,
Gevonden (niet-triviale) oplossingen u(x,t) = X(x)T(t) van

2/ p\2
= P ) = Ane{_a =Yt} gin (2T x)

Zoek nu oplossing (van (I),(I1),(111) ) in de vorm

u(x,t) = i Ane{_QZ(%)zt} sin (%x)
n=1

Jift

+orey v rechnology
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Oplosmethode warmtevergelijking (5)

() ur=0c?uy, 0<x<L, t>0
(1) w(0,t) =u(L,t)=0, 0<t,
() u(x,0)=f(x), 0<x<L

Zoek oplossing in de vorm
o o \2
u(x,t) = Z Ane{iaz(T) t} sin (nTWX>
n=1
Om aan (I11) te voldoen
= . /nm
u(x,0) = nz_; Ap sin (TX) = f(x)

M.a.w.: hoe kun je een functie f als som van sinusfuncties Ift
schrijven? 5
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Voorbeeld vorige keer

Het rand- en beginwaardeprobleem

() ur=0c’Uy, 0<x<L, t>0
(1) w(0,t)=u(L,t)=0, 0<t,
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L
heeft de oplossing

o0

u(x, t) Z Bhe™ ()t Esin (%x)

2 [t n
met B, = L/o f(x) sin (Tx> dx

m.a.w. de coéfficienten van de Fourier sinusreeks van f.

\
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Oplosmethode, de grote lijn

(Driestappenplan)

Ift

nology
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Oplosmethode, de grote lijn

(Driestappenplan)

@ Variabelen scheiden d.w.z. u(x, t) = X(x) - T(t) geeft een
(i) randwaardeprobleem voor X(x), en vervolgens
(ii) een beginwaardeprobleem voor T(t)

|||||||
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Oplosmethode, de grote lijn

(Driestappenplan)

@ Variabelen scheiden d.w.z. u(x, t) = X(x) - T(t) geeft een
(i) randwaardeprobleem voor X(x), en vervolgens
(ii) een beginwaardeprobleem voor T(t)

@ (i) en (ii) oplossen geeft 'bouwstenen’ uy(x, t)

|||||||
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Oplosmethode, de grote lijn

(Driestappenplan)

@ Variabelen scheiden d.w.z. u(x, t) = X(x) - T(t) geeft een
(i) randwaardeprobleem voor X(x), en vervolgens
(i) een beginwaardeprobleem voor T(t)

@ (i) en (ii) oplossen geeft 'bouwstenen’ uy(x, t)

© Om oplossingen te vinden die voldoet aan gestelde
beginvoorwaarden: construeer de gezochte oplossing

U(X, t) = Z Ax Uk(X, t).
k

nnnnnnn
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Oplosmethode, de grote lijn

(Driestappenplan)

@ Variabelen scheiden d.w.z. u(x, t) = X(x) - T(t) geeft een
(i) randwaardeprobleem voor X(x), en vervolgens
(i) een beginwaardeprobleem voor T(t)

@ (i) en (ii) oplossen geeft 'bouwstenen’ uy(x, t)

© Om oplossingen te vinden die voldoet aan gestelde
beginvoorwaarden: construeer de gezochte oplossing

U(X, t) = Z Ax Uk(X, t).
k
Hier: schrijf een functie f(x) in de vorm

f(x) = Z ag sin (kT”x)
k=0

nnnnnnn
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Oplosmethode, de grote lijn

(Driestappenplan)

@ Variabelen scheiden d.w.z. u(x, t) = X(x) - T(t) geeft een
(i) randwaardeprobleem voor X(x), en vervolgens
(i) een beginwaardeprobleem voor T(t)

@ (i) en (ii) oplossen geeft 'bouwstenen’ uy(x, t)

© Om oplossingen te vinden die voldoet aan gestelde
beginvoorwaarden: construeer de gezochte oplossing

U(X, t) = Z Ax Uk(X, t).
k
Hier: schrijf een functie f(x) in de vorm

f(x) = Z ag sin (kT”x) (soms: Z by cos (kT”x)
k=0 k=0

nnnnnnn
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Concreet voorbeeld (a =12, L

Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur=1/4uw, 0<x<2,t>0
() w(0,t)=u(2,t)=0, 0<t,

(1 u(x,O):f(X)Z{ 2_? 2§§§;

)

heeft de oplossing

JIft
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Concreet voorbeeld (a =12, L

Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur=1/4uw, 0<x<2,t>0
() w(0,t)=u(2,t)=0, 0<t,

(1 u(x,O):f(X)Z{ 2_? 2§§§;

)

heeft de oplossing .

o
u(x, t) = Z B,,ef%(n‘:r )tsin (%x) ,  met
n=1

JIft

Delft University of Technology
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Concreet voorbeeld (a =12, L

Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur=1/4uw, 0<x<2,t>0
() w(0,t)=u(2,t)=0, 0<t,

(1 u(x,O):f(X)Z{ 2_? 2§§§;

)

heeft de oplossing .

o
u(x, t) = Z B,,ef%(n‘:r )tsin (%x) ,  met
n=1

> o (=Df-8 ok
B, = 7/ f(x) sin (7x> dx = (2k +1)272’ B
0

2
0 , als n even

Met Maple krijg je (soms) mooie plaatjes. It

Delft University of Technology
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Twee gerelateerde situaties: 1

Het rand- en beginwaardeprobleem

() ur=0c’Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t) = ux(L,t) =0, 0<t,
() w(x,0)="f(x), 0<x<L

Nu zijn de ‘basisoplossingen’

|||||||
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Twee gerelateerde situaties: 1

Het rand- en beginwaardeprobleem

() ur=0c’Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t) = ux(L,t) =0, 0<t,
() w(x,0)="f(x), 0<x<L

Nu zijn de ‘basisoplossingen’
n27'r2a2

up(x,t) = A,,e7< 2 )tcos (%x) ,n=0,1,2,3, ...

|||||||
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Twee gerelateerde situaties: 1

Het rand- en beginwaardeprobleem

() ur=0c’Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t) = ux(L,t) =0, 0<t,
() w(x,0)="f(x), 0<x<L

Nu zijn de ‘basisoplossingen’
n27'r2a2

up(x,t) = A,,e7< 2 )tcos (%x) ,n=0,1,2,3, ...

En de de oplossing die aan (I11) voldoet wordt

(o)
u(x,t) = Z Anef(nzﬁaz t) cos (n%x)
n=1

nnnnnnn
y
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Twee gerelateerde situaties: 1

Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur=0c’Uy, 0<x<L, t>0
() ux(0,t) = ux(L,t) =0, 0<t,
() w(x,0)="f(x), 0<x<L
Nu zijn de ‘basisoplossingen’
g (e
un(x,t) = Aqe cos( i x) ,n=0,1,2,3, ...
En de de oplossing die aan (I11) voldoet wordt
B oo 7(nz7z§a2 t) nm
u(x,t) = ; Ane cos ( I x)
L L
met Ay = 1/ f(x)dx, A,= g/ f(x) cos (n—ﬂx) dx, n>1
L Jo L Jo L Ift
(De coéfficiénten van de Fourier cosinusreeks van f.)

y
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Concreet voorbeeld

Het rand- en beginwaardeprobleem

() ur=1/8uw, 0<x<2,t>0
() ux(0,t) = ux(2,t) =0, 0<t,

x, 0<x<1
(1) u(X,O)—f(X)—{Q_X’ 1<x<2

m—=lift

Delft University of Technology
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Concreet voorbeeld

Het rand- en beginwaardeprobleem

(N vr=1/4uy, 0<x<2, t>0
(1) ux(0,t) = ue(2,t) =0,

(1) u(x,0) = F(x) = { o7

heeft de oplossing

,1 22
u(x, t) A0+ZA e 4 + ) cos (%x), met

r=lift

Delft University of Technology
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Concreet voorbeeld

Het rand- en beginwaardeprobleem

(N vr=1/4uy, 0<x<2, t>0
(1) ux(0,t) = ue(2,t) =0,

(1) u(x,0) = F(x) = { o7

heeft de oplossing

,1 22
u(x, t) A0+ZA e 4 + ) cos (%x), met

—4
T als n=4k+2
Ag=1, en A,,_..._{ 2k a2 2 T

0 , alle andere n

r=lift

Delft University of Technology

Oplossen warmtevergelijking



Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() u(x,0)="f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + TlZTOX)-

Ift

<hnology

Oplossen warmtevergelijking

v




Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() u(x,0)="f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + TlZTOX)-
ov  Jdu

Dan: 5 = Br'

Ift

<hnology
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() u(x,0)="f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + TlZTOX)-

Dan: v _ Ou en: ov
Coot ot T Ox

Ift

<hnology
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() u(x,0)="f(x), 0<x<L
Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (To + T2 1%x).

~ Ov  Ou . Ov_Ou  1i_79
Dan: 5 = Bt en: B~ Bx :

, dus

Ift

<hnology
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)-

. Ov_0u . Ov_du 1o &_
Dan: S =30 ™ axax L IS 5e=

Ift

<hnology

Oplossen warmtevergelijking

v




Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (To + @X)-
v _u v _du g iy _ G
Dan: 5 ot ™ o ox r 58 P

Ift

<hnology
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L
Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (To + T2 1%x).

~ Ov_ du _ Ov_ du 7o v du
Dan: 5 = Bt en: p il 3= 5

Gevolg:

Ift

<hnology
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (To + T2 1%x).

L Ov_Ou o Ov_0u 1iq v _ &u
an: m =%t " ax ox L " 0
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I).

Ift

<hnology
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du _ Ov_ du 7o Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus - B
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

v

nnnnnnnn

Oplossen warmtevergelijking



Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du _ Ov_ du 7o Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus - B
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

(11): u(x,0) = £(x) — v(x,0) = f(x) — (To + T3 T0x),

v
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du COv_du  1pg Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus 52 "
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

(11): u(x,0) = f(x) — v(x,0) = f(x) — (To + TL71%),
en (I): v(0,t) = u(0,t) — (To + 172 . 0) =

v
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du _ Ov_ du 7o Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus - B
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

(11): u(x,0) = £(x) — v(x,0) = f(x) — (To + T3 T0x),
en (I): v(0,t) =u(0,t) — (To+ 22 .0) = To — To =0,

v
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du COv_du  1pg Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus 52 "
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

(11): u(x,0) = £(x) — v(x,0) = f(x) — (To + T3 T0x),

en (I): v(0,t)=u(0,t) — (To+ 272 0) =To— To=0, en
v(L,t)=u(L,t) — (To+ 270 L) =

v
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du COv_du  1pg Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus 52 "
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

(11): u(x,0) = £(x) — v(x,0) = f(x) — (To + T3 T0x),

en (I): v(0,t)=u(0,t) — (To+ 272 0) =To— To=0, en
v(Lt)=u(L,t) = (To+ 20 L) =T, — T =0,

v
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (TO + @X)'

. Ov_ du COv_du  1pg Pv_ Pu
Dan: 5 = Bt en: p il dus 52 "
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <

v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:

(11): u(x,0) = £(x) — v(x,0) = f(x) — (To + T3 T0x),

en (I): v(0,t)=u(0,t) — (To+ 272 0) =To— To=0, en
v(Lt)=u(L,t) — (To+ 20 L) = Ty — Ty =0, dus

v
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Het rand- en beginwaardeprobleem
() ur =0 Uy, 0<x<L, t>0
(1) u(0,t)=To, u(l,t)=T1, 0<t
() wu(x,0)=1f(x), 0<x<L

Het idee: voer in v(x,t) = u(x,t) — (To + T2 1%x).
Dan: %:% en: %:%f@, dus %:%
Gevolg:  u(x,t) is een oplossing van (I) <
v(x,t) is een oplossing van (I). Verder:
(I): u(x,0) = f(x) — v(x,0) = f(x) — (To + T270x),
en (I): v(0,t)=u(0,t) — (To+ 272 0) =To— To=0, en

v(Lt)=u(L,t)— (To+ 72 L) =Ty — T1 =0, dus v is de
oplossing van het eerdere probleem met homogene randwaarden. |[ft

v
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