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Kun je 't nog?

(voorafjes)
Los op:
1) y' =2y.
2) ¥ =y2.
3) vy =xy.
4) y" +2y" + 5y =sinx.
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kun je 't nog?

Los op:
1)y =2y. y==Ce¥, CeR.
2 CeR.

)y =y> y:mv

3) ¥y =xy. y:Ce%Xz, C eR

4) y" 4+ 2y" + 5y =sinx.

y = CGie X cos2x + Cre *sin2x + %sinx — % COS X,
C1,C2€]R.J

Opmerking
1), 3) en 4) zijn lineair; 1), 2) en 3) zijn separabel.
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@ Wat is een DV? Wat is de orde van een DV?
Wat is een (algemene) oplossing van een DV?

@ Oplosmethode van volgende drie typen DV's:

— Eerste orde lineaire DV:  y'(x) + p(x)y(x) = g(x).

— Separabele eerste orde DV: p(y)y’ = q(x).

— NIEUW Bernoulli-vergelijking:
y'(x) + POy (x) = g(x) - (v(x))"-

— Tweede orde lineaire DV met constante coéfficiénten en
‘eenvoudig’ rechterlid ay” + by’ + cy = g(x)
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Oplosmethode eerste orde lineaire DV, algemeen

Voor de DV y/(x) + p(x)y(x) = g(x)

Integrerende factor: e P(x)= /p(x) dx
o I(x)=eP()
e vermenigvuldig de hele DV met /(x):

Py () + p(x)ePPy(x) = g(x)ePX)
S FPIyx] = gxeP)

PMy(x) = / £(x)eP 0 dx (+K)

Recap Differentiaalvergelijkingen Analyse 1 (2,3)



Voorbeeld
Los op:  xy' + 2y = e*.

‘ 1 e ! 2 eX
In ‘standaardvorm’ schrijven: y '+ —y = —.
X X
2 2 2Inx 2
p(x) == =Pkx)= [ —dx=2Inx = I(x)=e = x°.
X X
Herschreven DV:
X

x2y'(x) + 2xy(x) = X2e7 & q [x%y(x)] = x e

dx
Primitiveren: x?y(x) = [xeXdx=... = (x — 1)eX + K.
-1 K
Antwoord:  y(x) = % + >, KeR
X x
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Oplosmethode separabele differentiaalvergelijking

p(y)y = q(x).

Een beetje precies omgaand met afhankelijke (y) en onafhankelijke
(x) variabele:

ply)y' = ()

q(x) dx beide zijden primitiveren naar x

x)dx substitutieregel !
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P(y(x)) = Q(x)+ C impliciete oplossing

En soms is de impliciete oplossing te herschrijven tot een expliciete
oplossing y(x) =



Oplosmethode separabele differentiaalvergelijking

p(y)y = q(x).

Kort genoteerd:

ply(x)y'(x) = a(x)
)Y = qx)

p(y)dy = q(x)dx

P(y) = Q(x)+ C impliciete oplossing
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Voorbeeld

DV: xy' =2x%y? + xy?

Scheiden variabelen: deel door x en door y?: Apart: y =0

1
Py/ = 2X—|—1
1
1

-1
— = x’4x+C impliciete oplossing
y
-1 expliciete oplossin
= —— xplici i
Y/ X2+ x+C g PRSI

Recap Differentiaalvergelijkingen Analyse 1 (2,3)



Voorbeeld
DV: xy' =2x%y? + xy?

Vanwege delen door x en door y?:  Apart bekijken: y =0

y = 0 substitueren in de DV geeft: x?-0=2x%-0%+ x - 02
en dat ‘klopt’.

De algemene oplossing wordt:
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Bernoulli-vergelijking :

y'(x)
y(x))"

(
De truc: stel v(x) = (y(x))}~
¥(

Dan V/(x) = (1 —r)y'(x)(

Delen door (y(x))" geeft:

x))"F=(1-r) y/(X)r_

Substitutie in de DV geeft

LV + plx) v(x) = 8(x),

1

een lineaire 1ste orde DV!

y'(x) + p(x)y(x) = g(x) - (y(x))"

+p(x)(y(x))' " = g(x).
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Bernoulli-vergelijking

Voorbeeld
Gevraagd: oplossing van y’ + 2y = xy3.

Delen door y* en v(x) =1/y(x)? stellen:
y' 1.
= 4+2—==x = —5V +2v=x.
y3 o2 2

Oplossing van de (lin.) DV: v(x)=...= Ce™ + %x + %.

Terug naar y(x):

1 = () £1
y2

1
:|:\/V(X) \/Ce4x+%x+%

v =

, CeR.
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2de orde lineaire DV

Stelling

Voor de 2de orde lineaire DV ay" + by’ + cy = g(x),
met (bijv. continu) rechterlid g(x) gelden

@ De algemene oplossing van de homogene DV:
ay” +by +cy=0
is van de vorm
y = yu(x) = Gyi(x) + Goya(x),
met Cy, C; willekeurige (reéle) constanten.

@ De algemene oplossing van de (niet-homogene) DV is van de
vorm

y =yp + yu(x) = yp(x) + Giyi(x) + Coya(x),
met Cy, C; willekeurige (reéle) constanten.

yp heet een particuliere (Eng: particular) oplossing.

© Voor deel 3: volgende pagina!




2de orde lineaire DV

Stelling

Voor de 2de orde lineaire DV ay” + by' + cy = g(x), met (bijv.)
continu rechterlid g(x) geldt
© Er is een unieke oplossing die voldoet aan de
beginvoorwaarden
y(x0) = qo0, ¥'(x0) = q1,
m.a.w. dit type voorwaarden legt de parameters C; en G
uit de algemene oplossing vast.
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Stelling

De oplossingen van de 2de orde homogene lineaire DV
ay” + by’ +cy =0 zjn als volgt te bepalen:

Laat r;, r» de oplossingen zijn van

ar’+br+c=0 (de karakteristieke vergelijking)

Q Als r # rp re€el zijn:  yy = Gie"™ + Ge?*, G eR
QAls n=n=r yy=0Ge*+ Gxe™, G eR
Q@ Als nop=axip, B#0:

yH = Gie** cos fx + Cre* sin Bx, C;i € R
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Voorbeeld

DV: y” -3y’ —10y =0

Karakteristieke vgl: r> —3r—10=0 <= (r—5)(r+2) =0
geeft 1 =5 n=-2.

Oplossing van de DV: y = Cie> + G e 2, met C;, G € R.

Voorbeeld

DV: y”" -4y’ +9y =0
Karakteristieke vgl:  r> —4r+9 =0 geeft np=2=+ iv/5.
Oplossing van de DV: y = C; e* cos(v/5x) + G e** sin(v/5x).
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Het vinden van een particuliere oplossing:
@ Bij ‘eenvoudig rechterlid’: ‘methode’ van onbepaalde
coéfficiénten.

@ Algemeen: methode van variatie van coéfficiénten
(B&DP §3.6)

Voorbeeld
y" — 2y’ +y = 5sin2x.

De homogene vgl heeft oplossing yy = G e* + G xex.

Zoek een particuliere oplossing in de vorm
yp = Asin2x + B cos 2x.
yp en yp berekenen en invullen in DV:

yp = Asin2x + Bcos2x 1

yp = (—=2B)sin2x + (2A) cos 2x -2

yp = (—4A)sin2x + (—4B) cos2x 1
¥p—2yp+1yp = (—3A+4B)sin(2x) + (—4A — 3B) cos 2x |

v
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Voorbeeld
y" —2y" +y = 5sin(2x) + 0 cos(2x).

De homogene vgl heeft oplossing y = CGieX + G x e*.

Zoek een particuliere oplossing in de vorm
yp = Asin2x + B cos 2x.
yp en yp berekenen en invullen in DV:

yp = Asin2x + Bcos?2x 1

yp = (—2B)sin2x + (2A) cos2x -2

yp = (—4A)sin2x + (—4B) cos2x 1
Yo —2yp+1yp = (—3A+4B)sin(2x) + (—4A — 3B) cos 2x |

-3A+4B = 5 : A
yp voldoet als { _IA_3B — 0 Dit geeft: { B

De algemene oplossing wordt:
Y =Yyp+yn = —32sin(2x) + £ cos(2x) + Cre* + Gy x €.

o1l

s |
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Voorbeeld
— 2y +y = xe®* = 1xe®* 4+ 0 e*.

De homogene vgl heeft (nog steeds) opl. y = CGie* + G xe*.

Zoek een particuliere oplossing in de vorm
yp = Ax e + B e?.
yp en yp berekenen en invullen in DV:

yp = AxeX™ + BeX 1

yh = 2Axe>* +(A+2B)e* | -2

yp = 4Axe* +(4A+4B)e> | 1
YB—2yp+1lyp = 1Axe™+(2A+ B)e™ |

yp voldoet als { SJA+B = 0 Dit geeft: { B_ _
De algemene oplossing wordt:
y=yp+yn=xe>X—2e>+ Ce+ Cxe.
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Voorbeeld
y'=2y+y=e"
De homogene vgl heeft (wederom) opl. y = G e* + G x €e*.

Zoek een particuliere oplossing in de vorm
yp = Ax? eX.
yp = Ae* of yp = Axe* hebben geen zin. (Why?)

yp en yp berekenen en invullen in DV:

yp = Ax%e~ 1
yp = 2Axe + Ax? & -2
yp = 2AeX +4AxeX + A2 e | 1
Yo —2yp+1lyp = O0Ax?e* + 0Axe* +2Ae" |
yp voldoet als A = % De algemene oplossing wordt:
Y=yp+yn==3ix*e+ G+ Gxe

<
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"Methode van Onbepaalde Coéfficienten”

Ook wel genoemd: Methode van slim proberen”
Doel: yp bepalen voor ay” + by’ + cy = g(x)

Indien g(x) = Probeer yp =
ax” Apx"+Ap_1x" 1+ Aix + Ag
e Ae?*  tenzij dit al een homogene opl. is
in dat geval: probeer Axe® of evt. Ax%e™
cos(ax) A cos(ax)+Bsin(ax) tenzij dit al homogene opln. zijn

in dat geval: probeer Ax cos(ax) + Bxsin(ax)

xe¥x Axe®+Be?  tenzij ....
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Method of variation of parameters to find y,

Setting

Two independent solutions y; = y1(t) and y» = y»(t) of the
homogeneous equation

y'(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) =0

are found. Note: b and ¢ may depend on t.

(It can be shown that) Independence implies that the matrix
[ n(t) ya(t)
y1(t) ya(t)

How to find a (‘particular’) solution to the inhomogeneous equation

} has independent columns for all t.

y'(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = g(t) 7

y
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Method of variation of parameters to find y,

Set yp(t) = ur(t)ya(t) + wa(t)y2(t) = u1yr + upy2 for short.

It is possible to derive expressions for uj, u5 such that y, satisfies
the inhomogeneous equation.

Differentiation gives:

I —_—

Yp = 1y + tays + Uiy1 + Uhys

The first ‘trick’ is: set the underlined part equal to 0.
Under this condition a second differentiation gives

Yp = Uiy1 + upys + unyy + uays

Plug this into the DE y”(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = g(t):
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Method of variation of parameters to find y,

yp (£) + b(t)yp(t) + c(t)yp(t)
= (uyy; + ubys + uyy + uayd) + b(t)[ury; + woys]+
+ c(t)[urys + v2ye]
= un [y (1) + b()yi(1) + c(D)ya(B)]+
+ u2[y3 (t) + b(t)ys(t) + c(t)ya(t)] + uiyq + uzy;
= ujy; + uby, 1! (since y; and y» are homogeneous solutions)
So y,(t) + b(t)y,(t) 4+ c(t)yp(t) = g(t) vyields
a second equation for uj, ub:  uyy; + ubyh = g(t).
In case of the DE a(t)y”(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = g(t)
this equation becomes a(t)[u}y] + uhy4] = g(t)
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Method of variation of parameters to find y,

It has been shown that if ui(t), up(t) are functions satisfying

{U’1y1+UQy2= 0 or [}/1 yzHU’l][ 0 }
! /0 / / / -

upyy + upys = g(t) 1 ¥ U g(t)
for independent solutions y;1, y» of the homogeneous equation,

then

yp(t) = ui(t)y1(t) + ua(t)y2(t)

is a solution of the non-homogeneous equation

y"(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = 0.
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Method of variation of parameters to find y,

Example
The DE 2t2y"(t) — ty'(t) 4+ y(t) = t2 eV has two homogeneous
solutions y1(t) = t, yo(t) = V.
Variation of parameters gives the set of equations
Uit +ubvt= 0

1
2t2 (ui 4= u§> = {2Vt
2\t

Solving these:

t Vil 0 t \t 0 t 0] tev?
1 5z 3¢Vt 0 —3vt|iteVt 0 1|—vtevt

gives uf(t) =evt, uh(t) = —/teVt.
In this case it is (just) possible to find w;(t) and w»(t),
and this gives the answer

vo(t) = (vt eVE—2eV?) t42eVE(2/T—t—2) /T = 2eVE(t—21/1).




