Oefenblad stapfuncties/Lapace-transformatie

We nemen de functie f:R — R met de volgende grafiek:

(a) Geef het functievoorschrift via ‘gevalonderscheiding’:
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Je kunt f(t) schrijven als fi(t)+ fo(t), waarbij fi(t) =0 buiten het interval
2,3], en fo(t) = 0 buiten het interval [3, 4]

(b) Geef het functievoorschrift van f; en fy, en dus ook van f, met behulp
van stapfuncties.
Doe dit volledig in termen g(t — ¢)u.(t).

(c) Geef de Laplace getransformeerde van de functie f.

(d) Doe hetzelfde voor de volgende functie, zeg ¢(t):

(e) Schrijf de functie met onderstaande grafiek als som van termen k u.(t)
met k constant:
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(f) Los op: ¥ +y =g(t), y(0) =2, ¥/(0) =0, met g(t) als in (d).



Antwoorden

4—t, als 2<t<3
(a) f(t)= 1, als 3<t¢<4
0, anders

(b)  f(t) = (4—1t)(ua(t) —us(t)) + 1(ug(t) — us(t))
= (4 — t)ua(t) + (t — 3)us(t) — Luy(t)
= (2 = (t = 2))ua(t) + (t — 3)us(t) — Lua(t)

(@) g(t) = 5t(uo(t) = uae(t)) + (37 — 1) (u2e(t) — use(1)) -
= gtug(t) + (31 — 3t) ua(t) + (t — 3m)use(t)
= gtuo(t) = §(t = 2m) uae(t) + (¢ — 3m)usn (1)
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(e) In één klap: f(t) = ui(t) + ua(t) + us(t) — 3uq(t).
Of, ‘blok voor blok” opgebouwd:
f@) = (ua(t) —ua(t)) + 2 (ua(t) —us(t)) + 3 (us(t) — ua(t))
= uy(t) + ua(t) + us(t) — 3ua(t)

(f) Laplace getransformeerde van DV+BVW:

(*+1)Y(s) =25 = -= — =

Oplossing ‘in s-domein’:
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Y = — — —
(5) s2+1 * 2s%(s241)  2s%(s2+1) +82(S2+1)

Terugtransformeren, term voor term (de laatste drie gaan analoog):

2 -1
2j1 £—> 2cost
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Aangezien s alleen voorkomt in de vorm s? is de breuksplitsing van de
andere termen eenvoudig: opdat

1 A B A(s*+1)+ Bs* (A+B)s*+ A

s2(s2+1) 2 - S+1 s2(s2+1) s2(s2+1)
moet wel A=1 en B=—1.
Daaruit volgen
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e L {52(32 +1)
Dus
y(t) = 2cost+ 1(t —sint) — 2((t — 2m) — sin(t — 27) ) uor ()
+((t — 3m) — sin(t — 37) ) us(t)
= 2cost+ 5(t —sint) — 3(t — 27 — sin(t) ) ua(t)
+(t — 37 + sin(t) ) us(t)

} = ((t—a)—sin(t—a)) u,(t), voor a =2, 3x

2cost + +(t —sint) , alst<2w
= 2cost —t+ 3w +sint , als 27 <t < 37w
2cost+ 2sint , als 3r <t

Plaatje van de oplossing;:
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Merk op: de drie delen sluiten netjes (d.w.z. differentieerbaar) op elkaar
aan.
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