§ 10.6. Andere warmteproblemen. We hebben warmteproblemen bekeken van de vorm

QPugy =uy, 0<z <L, t>0
u(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0

u(z,0) = f(z), 0<z<L,

waarbij de temperatuur aan de beide uiteinden constant en bovendien gelijk is. In dat ge-
val konden we de randvoorwaarden homogeen veronderstellen. Als de temperatuur aan de
uiteinden constant is maar verschillend, dan gaat dat niet meer.

Stel bijvoorbeeld dat
uw(0,t) =T1 en wu(L,t)=Ts, ¢>0.

Dan geldt dat

ltlim u(z,t) =v(z) met v"(x)=0.

Dus:
v(x) =a1x+az met v(0)=T1 en wv(L)="T>.

Hieruit volgt dat

Ty —1T1
L

ao=T1 en aiL+ay=T0 — a1 = en ag=1T1j.

Dus: T T
v(x) = 2L 1x—i—T1, 0<z<L.

Stel nu u(zx,t) = v(z) + w(z,t), dan volgt:
Pupg = = P F W) =04+ w = Pwy = wy,
want v(z) is onafhankelijk van ¢ en v”(z) = 0. Voor de randvoorwaarden geldt dan:
w(0,t) =u(0,t) —v(0) =171 —Th =0 en w(L,t) =u(L,t)—v(L) =Ty —T>=0.

En voor de beginvoorwaarde vinden we: w(z,0) = u(x,0) —v(z) = f(z) — v(x). Dus:
Pwy =wy, 0<z <L, t>0
w(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0
w(z,0) = f(zx) —v(z), 0<x<L.

Dit is precies het probleem dat we al eerder hebben gelost. De oplossing is:

n2a?n?t nmr 2 nmxr

o0 L
= T L2 sin —— = — — in —
w(z,t) nZ::lcne 7 osin— met ¢, L/o [f(z) —v(x)]sin 7 dx.

Voor u(x,t) vinden we ten slotte heel eenvoudig: u(z,t) = v(x) + w(x,t).



Voorbeeld 1. Beschouw het beginrandwaardeprobleem

Upe = U, 0<x <30, t>0

w(0,t) =20, wu(30,t) =50, t>0

u(z,0) = f(z) =

4, 0<x <10
60 — 2z, 10 <z < 30.

We zien eenvoudig dat v(z) = 2420 voor 0 < z < 30. Stel vervolgens u(z,t) = v(z)+w(z,t),
dan volgt voor w(z,t):

Wee =Wy, 0< <30, t>0
w(0,t) =0, w(30,t)=0, t>0

30-20, 0<z<10

w(z,0) = f(z) — v(z) :{ 40 — 3z, 10 < 2 < 30.

\

De oplossing voor w(z,t) is dan (a? =1 en L = 30):

ad n27r2t nmwx
w(x,t) = che_ 500 sinw
n=1
met
2 30
Cn = 30/0 [f(m)—v(x)}sin%d:c
1 10 nmwT 1 30 nwx
= — 3z —20)sin —d — 40 — 3z) sin — dz.
15/0 (3x ) sin 30 3:+15 10( x) sin 30 %@
Nu volgt:
1 10 nmwx 2 10 nmwx
— 3r —20)sin —dz = —— 3z —20)d —_—
5/, (3z ) sin 30 %@ o )y (3z ) dcos 30
2 nmx |10 6 10 nmwT
= —(32—-20 —_— — —d
mr( x ) cos 0 1o +n7r/0 cos — - dz
20 nr 40 180 . nmwx)|l0
= ——cos— — — 4+ ——sin ——
nm 3 nt  n2m? 30 lo
20 nm 180 . nm
= —% |:COS?+2:|+WSID?, TL:1,273,...
en
1 30 nmwx 2 30 nmwx
— 40 — 3z) si de = —— 40 — 3z) d cos ——
5 /10 ( x) sin 30 % ) ( x) d cos 30
2 nmx |30 6 30 nwx
= ——(40-3 —’ - — —d
o ) eos Sl T am o <30 @
100 n 20 nmw 180 . TL?TI‘?’O
= —cosnm+4+ —Ccos — — ——— sin ——
nmw nmw 3 n2m? 30 l10
20 nmw 180 . nm
= E 5(—1)"—}—008?}-}-@8111?, n:1,2,3,....



Dus:

20 360 . nmw
Cn = o [5(_1)71_2]‘1‘@8111?7 n=1,2,3,....
De oplossing is dus
20 o= [5(=1)" — 2] nm + 18sin 2T 2,2
v =20+ 53 S Lot sin T

In plaats van een vaste temperatuur aan de uiteinden kunnen we ook geisoleerde uiteinden
beschouwen. In dat geval vindt er dus ook aan de uiteinden van de staaf geen warmte-
uitwisseling met de omgeving plaats. Dat wil zeggen:

uz(0,8) =0 en wux(L,t)=0, t>0.
We beschouwen dus een warmteprobleem van de vorm:

QPuge =1u, 0<z<L, t>0
uz(0,t) =0, wux(L,t)=0, t>0

u(z,0) = f(z), 0<x<L.

Ook dit probleem lossen we op met behulp van de methode van scheiden van variabelen. Stel
dat u(x,t) = X(z)T'(t), dan volgt:
X"(x) 1 T'(t)

e = = X' =X(@T'() = F5 =2y -

Dus: X"(x) —oX(x) = 0 voor 0 < x < L en T'(t) — 0a®T(t) = 0 voor t > 0. Uit de
randvoorwaarden volgt nu:

ug(0,t) = X'(0)T(t) =0 = X'(0)=0
en

ug(L,t) = X'"(L)T(t)=0 = X'(L)=0.
Voor X (z) vinden we dus nu het volgende homogene randwaardeprobleem:

X"(z)—oX(x)=0, 0<z<L
{ X'(0)=0, X'(L)=0.
We onderscheiden weer drie mogelijkheden:
1.0 =0: X"(x) =0 = X(x) = a1z + a2. Dan is X'(z) = a;. Uit de randvoorwaarden

X'(0) =0 en X'(L) =0 volgt dan dat a; = 0. Echter: ag is willekeurig. Dus: o = 0 is
een eigenwaarde met bijbehorende eigenfunctie Xo(z) = 1.

2.0 =p% >0 X'(z)— p?X(x) =0 = X(z) = bjcoshpuzr + bysinhpuzr. Dan is
X'(z) = pby sinh px + pbg cosh pz. Uit X'(0) = 0 volgt dan dat pbe = 0 en dus be = 0.
Uit X'(L) = 0 volgt dan dat ub; sinh uL = 0. Maar sinh L # 0, want L > 0 en p # 0.
Dus: by = 0. Het probleem heeft dus geen positieve eigenwaarden.



3.0 = —p?2 < 0: X'(z)+ p?X(x) =0 = X(z) = cicospux + casinpz. Dan is
X'(z) = —pey sin px + peg cos px. Uit X'(0) = 0 volgt dan dat pea = 0 en dus ¢ = 0.
Uit X’(L) = 0 volgt dan dat pecysinpul = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinpul =0 en dus pL = nm met n =1,2,3,.... In dat geval is ¢; willekeurig te kiezen.
Het probleem heeft dus negatieve eigenwaarden en bijbehorende eigenfuncties van de
vorm
n’n? nwx
Opn = — en X,(z)=cos n=123,....

L? L’

Als 0 = 0 vinden we voor T'(t): Tp(t) = 1. En voor de negatieve eigenwaarden vinden we:

n27r2  n2n2a2¢

0—:_7 _— Tn(t):e 2, n=1,23,....

Dus: up(z,t) = Xo(z)To(t) = 1 en

n27r2a2t n

Un(2,8) = Xp(2)Tp(t) = ¢ 2 cos$7 n=1,23,....

De oplossing kan dus worden geschreven in de vorm

2.2 2

[e.e]
< _n?r2e?t pmx
t) = 5} + E cpe LZ Cos <

Uit de beginvoorwaarde volgt dan:
u(z,0) = f(z) <= f(x +chcos@.

Dit is een Fourier cosinusreeks voor f en dus volgt:

2 [t 2 [t
_L/ f(x)dxz en cn:L/ f(x)cos?dav, n=123,....
0 0
1 (L
:L/o f(x)dx

het gemiddelde van de begintemperatuurverdeling f(z) op 0 < z < L.

Merk op dat

Uiteraard zijn er ook andere situaties mogelijk, zoals een vaste temperatuur aan één van de
uiteinden terwijl het andere uiteinde geisoleerd is. Ook is het mogelijk om randvoorwaarden
te bekijken waarbij de verandering in temperatuur aan de uiteinden van de staaf evenredig is
met de dan heersende temperatuur. De methode van scheiden van variabelen werkt ook in al
deze gevallen. We gaan daar nu echter niet verder op in.

§ 10.7. De golfvergelijking: trillingen van een snaar. We bestuderen nu de uitwijking
u(z,t) van een trillende snaar met lengte L, waarbij x met 0 < z < L de positie in de snaar
weergeeft en ¢ > 0 de tijd. De dikte van de snaar wordt hierbij verwaarloosd. We nemen aan
dat de snaar aan de beide uiteinden vast zit. De functie u(x,t) beschrijft de uitwijking ten



opzichte van de ruststand. Deze kan dus zowel positief als negatief zijn. Voor u(z,t) kan men
een partiéle differentiaalvergelijking afleiden van de vorm

aQum:utt, O<x<L, t>0,

waarbij a’? een positieve constante is die afhankelijk is van het materiaal en de spanning
van de snaar. Zie voor een afleiding van deze vergelijking Appendix B vanaf pagina 653
(geen tentamenstof). Deze vergelijking heet de golfvergelijking. De constante a? wordt
wel de veerconstante genoemd. Hierbij is overigens wel de demping door onder andere de
luchtweerstand verwaarloosd. Deze golfvergelijking treedt ook op bij allerlei andere problemen
waarbij golfbewegingen (trillingen) een rol spelen.

Aangezien de uiteinden van de snaar vast zitten is de uitwijking daar nul en geldt voor de
randvoorwaarden dat

u(0,t) =0 en wu(L,t)=0 wvoor t>0.
In dit geval is de afgeleide van u(x,t) naar ¢ ook van de tweede orde. Dit houdt in dat
er ook twee beginvoorwaarden opgelegd kunnen worden, namelijk één voor u(z,t) zelf (de

begintoestand) en één voor wu;(x,t) (de beginsnelheid). De snaar wordt in een bepaalde stand
losgelaten op tijdstip ¢ = 0. Dit kan eventueel ook met een bepaalde beginsnelheid gebeuren.

Het algemene probleem voor zo’n trillende snaar ziet er dan dus zo uit:

aPUgy =uy, 0<z <L, t>0
u(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0

u(z,0) = f(x), wu(z,0)=g(x), 0<z<L.

Ook dit probleem kunnen we oplossen met behulp van de methode van scheiden van variabelen.
Stel dat u(z,t) = X (z)T(t), dan volgt:

gy = Uy = a,QX”(a:)T(t) =X(x)T"(t) =

Dus: X"(x) —oX(x) = 0 voor 0 < x < L en T"(t) — 0a®T(t) = 0 voor t > 0. Uit de
randvoorwaarden volgt nu weer:

w(0,8) = X(OT(t) =0 = X(0)=0

. u(L,t)=X(L)T'(t)=0 = X(L)=0.
Voor X (z) vinden we dus weer het homogene randwaardeprobleem:
X"(z)—oX(x)=0, 0<z<L
{ X(0)=0, X(L)=0.

Dit is precies hetzelfde randwaardeprobleem als bij de warmtevergelijking. We onderscheiden
weer drie mogelijkheden:



l.o=0: X'(z) =0 = X(x) = a1z + az. Uit de randvoorwaarden X(0) = 0 en
X (L) = 0 volgt dan weer dat a; = az = 0.

2. 0=p*>0: X"(x) — p?X(z) =0 = X(x) = by cosh ux + by sinh ux. Uit X(0) =0
en X (L) = 0 volgt dan ook weer dat by = by = 0.

3.0 =—p2<0: X"(z) =p?X(z) =0 = X(z) = c1cos ux + cgsin pz. Uit X(0) =0
volgt dat ¢; = 0. Uit X (L) = 0 volgt dan dat cgsin uL = 0 en dat leidt tot niet-triviale
oplossingen als ul. = nm met n = 1,2,3,.... Het probleem heeft dus alleen negatieve
eigenwaarden en bijbehorende eigenfuncties van de vorm

’I’Z27T2 nnxr

? (S20] Xn(x):SinT, n:1,2,3,....

Op = —

Voor T'(t) vinden we echter in dit geval

n2n2a? nmat . nmat

I T(t)=0 = T,(t) =cpcos + ky, sin La’ n=123....

T”(t)

Hieruit volgt:

¢ ¢
nre —l—knsinm;a } n=1,23,...

Up(x,t) = Xp(2)Ty(t) = sin —— [cn cos

en dus

o0
t t
u(z,t) = Z sin nLﬂ [cn cos m;a + ky sin m;a ] .

u(e,0) = fl) <> D eusini- = f(a)
n=1

en dus .
2
:L/o f(x)sinﬂLxdw, n=123,....

Voor de tweede beginvoorwaarde differentiéren we eerst naar t:

> . nmx nmwa . nmat nwa nmwat
Zsm [— 7 Cp, Sin i3 7 k,, cos 7
Dan volgt:
u(z,0) =g(z) <= Z mlk: sin@ = g(z)
en dus
?kn = i/OLg(az)sinande = k,= 7%/(]Lg(a:)sin7?dx, n=123,....



Ten slotte is er nog een andere manier om tegen het probleem aan te kijken. Neem aan dat
g(x) = 0 voor alle z met 0 < x < L. Beschouw verder de begintoestand f(z) met 0 <z < L.
Als we deze functie oneven voortzetten voor —L < x < 0 en vervolgens buiten het interval
(—L, L] periodiek met periode 2L, dus

h(a:):{ —f(=z), =L<z<0

f(z), 0 <L en h(r+2L)=nh(z) vooralle zé€R,
), S.Z'_

h(l') = Z Cp, SIN @ met ¢, = Z /L h($) sin @ dr = / f Sin @ de.

Maar dan volgt dat

[e.9]
nmTT nmwat nmwT nmat
h(z —at) = ch <sin % cos 7; — cos % sin 7; >

n=1

en

WE

nmwx nmwat nmx . nmwat
h(z + at) = .

Cn (Sin I cos i ~+ cos I sin i

n=1

Hieruit volgt dat

1 nmwy nmat
2[h(m—at)+ha:+at chsm—cs T = u(x,t).

Als g(z) = 0 dan is namelijk k, = 0 voor alle n =1,2,3,....

De oplossing kan in dat geval dus geschreven worden als
1
u(z, t) = 3 [h(x — at) + h(z + at)],

waarbij de functie A uit f wordt verkregen door deze oneven en periodiek voort te zetten met
periode 2L.

Meer algemeen (zie opgave 13) geldt: stel dat u(z,t) = p(z — at) + ¥ (x + at), dan volgt dat
Uge = @' (x —at) + " (x +at) en wuy = (—a)?Y"(x — at) + a*Y" (z + at) = a®uyy.
Dit betekent dus dat u(x,t) = ¢(x — at) + ¥ (x + at) een oplossing is van
Uy = ugy

voor iedere functie ¢ en iedere functie 1. Dit zegt iets over de vorm (en dus de eigenschappen)
van de oplossing van een golfvergelijking. Het is echter niet van praktisch nut bij het oplossen
van een beginrandwaardeprobleem op basis van zo'n golfvergelijking. Daarvoor kunnen we
beter de methode van scheiden van variabelen gebruiken.



§ 10.8. De Laplace vergelijking. De warmtevergelijking in meerdimensionale ruimten
heeft de volgende vorm:

s 2 2 . 2
in R*:  o”(uge +uyy) =w; enin R3: « (Upg + Uyy + Uszz) = wy.

Hierbij stelt u(z,y,t) de temperatuur in een tweedimensionale figuur, bijvoorbeeld een recht-
hoekige metalen plaat, voor en u(x,y, z,t) de temperatuur in een driedimensionaal lichaam.
Zie ook Appendix A. Ook voor deze meerdimensionale warmtevergelijkingen kunnen we de
methode van scheiden van variabelen toepassen. Zie bijvoorbeeld opgave 22 van § 10.5 op
pagina 612. Er treden dan echter meerdere separatieconstanten op, waardoor het allemaal
wat complexer wordt.

In bovenstaande warmtevergelijkingen zouden we ons kunnen beperken tot de stabiele toe-
stand (’steady state’) waarbij er geen verandering (meer) optreedt in de tijd t. Denk hierbij
bijvoorbeeld aan een rechthoekige metalen plaat die overal perfect geisoleerd is met uitzon-
dering van de (vier) randen. Op elk van de vier randen wordt een (constante) warmtebron
aangesloten of wordt (ook) isolatie aangebracht. Na verloop van tijd (t — oo) zal de tem-
peratuur zich in de metalen plaat verdelen en niet meer veranderen. Dan geldt dus overal
dat u; = 0. Aangezien a® > 0 kunnen bovenstaande warmtevergelijkingen dan vereenvoudigd
worden tot
Ugz + Yyy = 0 in R? en uy, + Uyy + Uz, =0 in R3.

De temperatuur is dan alleen nog afhankelijk van de plaatsvariabelen x, y en (eventueel) z.
Deze vergelijkingen heten respectievelijk de tweedimensionale en driedimensionale Laplace
vergelijking of potentiaalvergelijking. Deze vergelijking treedt in zeer veel verschillende
situaties op. Bijvoorbeeld bij meerdimensionale warmteproblemen zoals hierboven geschetst.
Maar ook voor de golfvergelijking bestaan meerdimensionale varianten:

in RQ . az2(u;p;p + uyy) = Uy €N in RS . a2(ux$ + uyy + uzz) = Utt.
Ook hierbij leiden evenwichtssituaties tot de Laplace of potentiaalvergelijking.

We zullen ons beperken tot de tweedimensionale Laplace vergelijking, waarbij de functie
u(z,y) athangt van twee variabelen x en y. Het domein is hierbij dus een deelverzameling
van R2, bijvoorbeeld een rechthoek. Dus:

Uge +Uyy =0, 0<z<a, 0<y<b.

In dat geval heeft het domein vier verschillende zijden waarop randvoorwaarden kunnen wor-
den opgelegd. Als op alle vier de randen de functiewaarde u(z,y) wordt vastgelegd (vaste
temperatuur), spreekt men van een Dirichlet probleem (voor een rechthoek):

Upg +Uyy =0, 0<z<a, 0<y<b
u(z,0) = fi(z), wu(z,b)=fao(zx), 0<z<a

u(0,y) = g1(y), u(a,y) =ga2(y), 0<y<b.



En als op alle vier de randen de afgeleide van u(zx,y) wordt vastgelegd (isolatie bijvoorbeeld),
spreekt men van een Neumann probleem (voor een rechthoek):

Uge +Uyy =0, O0<z<a, 0<y<bd
Uy(:L',O) = fl(-%'), uy(xab) - f2<$)7 O<z<a

uz(0,y) = 91(y), us(a,y) =ga2(y), 0<y<b.
In het laatste geval is de oplossing op een constante na bepaald. Zie bijvoorbeeld opgave 10.

We beschouwen nu een Dirichlet probleem voor een rechthoek

Upzr +Uyy =0, 0<z<a, 0<y<b
u(z,0) = f(z), u(r,b)=0, 0<z<a

uw(0,y) =0, wu(a,y)=0, 0<y<b,

waarbij op slechts één van de randen een niet-homogene randvoorwaarde geldt. We gebruiken
weer de methode van scheiden van variabelen: stel dat u(z,y) = X (x)Y (y), dan volgt:
X// Y//

U + Uy =0 = X'V +XY"'=0 = ~ = v =°¢ (separatieconstante).

Dan volgt: X" (z) —ocX(z) =0 en Y"(y) + oY (y) = 0. Uit de homogene randvoorwaarden

volgt nu:
u(z,b) =0 <= X(@)Y((b)=0 = Y() =0,

u(0,y) =0 <= X0)Y(y)=0 = X(0)=0

u(a,y) =0 <= X(@Y(y)=0 = X(a)=0.

Voor X (z) vinden we dus het (tweepunts) homogene randwaardeprobleem

X"z)—oX(x)=0, 0<z<a

X(0)=0, X(a)=0.
Hiervoor onderscheiden we weer drie mogelijkheden:

l.o=0: X"(z) =0 = X(z) = a1z + az. Met X(0) =0 en X(a) = 0 volgt dan dat
a1 = ag = 0. Dus: 0 =0 is geen eigenwaarde.

2. 0=pu?>0: X"(z) — p?X(z) =0 = X(x) = by cosh uz + by sinh pz. Met X(0) =0
volgt dan dat by = 0. En met X (a) = 0 volgt dan dat by sinh pa = 0. Hieruit volgt dat
be =0, want @ > 0 en pu # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

3.0=—p?<0: X"(2)+p?X(x) =0 = X(z) = c1cospx + casinux. Met X(0) = 0
volgt dan dat ¢; = 0. En met X (a) = 0 volgt dan dat ¢y sin pa = 0. Hieruit volgt dat
co willekeurig te kiezen is als sin yua = 0. Dus als ya =nm met n =1,2,3,....



Het randwaardeprobleem voor X () heeft dus negatieve eigenwaarden en bijbehorende eigen-
functies van de vorm

7’L27'l'2 nnx

X, () =sin 22 n=1,2,3,....
5 en n(x) = sin . n

Op = —

Voor Y (y) hebben we dan: Y"(y) — u?Y(y) = 0 en Y(b) = 0. Dus: Y(y) = d} cosh uy +
dysinh py of Y(y) = dy cosh (b — y) + dosinh pu(b — y). Met Y (b) = 0 volgt dan dat d; = 0.

Dus: )
Ya(y) —sinh "TO =Y 05
a
Hieruit volgt:
. nrx . nr(b—y)
un(z,y) = Xp(2)Yn(y) = sin sinh , n=123,...
a a

en dus

i ( i . nrx . b nm(b—y)
= C — .
nUn (T, Y) ¢y, Sin - sin -

n=1 n=1

Uit de niet-homogene randvoorwaarde volgt ten slotte:

b
u(z,0) = f(z) <~ Zsmhnicnsin@ = f(z) voor 0<zx<a.
a

Hieruit volgt dat:

81nhn—7rbcn— / flx sm—dx n=1273,.

Hiermee is het probleem opgelost.

Bovenstaande methode werkt steeds als er twee homogene randvoorwaarden voor 6f X (x) 6f
Y (y) te vinden zijn. In meer algemene situaties gebruikt men het superpositieprincipe door
dergelijke oplossingen te combineren. Zie hiervoor opgave 3 en opgave 4.

In R? zijn natuurlijk meer deelgebieden denkbaar dan alleen rechthoekige gebieden. Een veel
voorkomende situatie is die van een cirkel (of een deel daarvan). In dat geval ligt het voor de
hand om over te gaan op poolcodrdinaten:

r=rcosf en y=rsinf met r>0 en 0<60 <27
De Laplace vergelijking ;. + u,, = 0 gaat dan over in de vorm

1 1
Upy + —Up + 72’“99 =0 oftewel 7’271/7“7‘ + Uy + Ugy = 0.
T T

Het is niet zo eenvoudig om dit rechtstreeks af te leiden. We kunnen het resultaat echter wel
checken met behulp van de kettingregel:

Ox 0
Up = Ug + = + Uy - L9 cos 0 - u; +sin@ - uy,

or or

10



en

8x+ %y sin 6 + rcosf
Upg = Uy - == + Uy == =—rsinb-u, +7 - Uy.
o0 o
Dan volgt:
ox 0 . ox . 0
Upyp = cos&-umfg—i—cosﬂuzy-8—qya+sm€-uyz-a+sm€-uyy-a—i
= cosze-um—|—sin9(:os€'umy—i—sinecose-uym—|—sin29-uyy
en
i ind 0%\ ing %y
ugpg = —rcost -uy —rsing - Uy - —— —rsind - ugy -
00 00
0 0
—rsin@-uy—i-rcosﬁ-uyw-8—§+rc089'uyy-a—g

= —rcosH-um—l—TQSinQH-um—TQSinﬁcosﬁ-umy
—TSin@-uy—T2Sin9COSQ'uyx+TQCOS29'uyy.
Hieruit volgt dat
2 2.2 2 2 2 i 2
U + 17U +Ugg = T7COS” 0 - Ugy + 17 8INOCOSO - Ugy + 77 5IN 0 COS O - Uy, + 778N 0 - Uy,
+rcost - uy +rsind - u,
—rcos@-ux+r2sin29~um—r%in@cos@-uw
. 2 2 .2
—7rsing - uy, — r°sinfcos 0 - Uy, + 17 cos” 0 - uy,
= 1%(cos® 0 +sin?0) - ugy + r2(sin® 0 + cos® ) - uyy = 1% (Ugy + Uyy).
Dus:
1 1
Ugz + Uyy =0 = urr+;ur+ﬁu99:0.

Een Dirichlet probleem voor een cirkel met straal a > 0 ziet er dan zo uit:
1 1
UTT+;ur+r7u99:O’ O<r<a, 0<0<2r

u(a,0) = f(0), 0<6<2m.

Aangezien zo'n cirkel in feite maar één rand heeft, hebben we hier slechts één randvoorwaarde.
We zullen later zien dat er echter meer (verborgen) voorwaarden zijn.

We zoeken nu dus een oplossing u(r, #) voor dit Dirichlet probleem. Daarvoor maken we weer

gebruik van de methode van scheiden van variabelen: stel dat u(r,0) = R(r)©(0), dan volgt:

1 1 R
R'©+-R'©+ 5RO"=0 =— r°— +r— =—— =0 (separatieconstante).
r T

Hieruit volgt:

?R'(r) +rR(r) —oR(r) =0 en ©"(f) +00(f) =0.
Voor O(0) geldt dat deze periodiek moet zijn met periode 2w. Dit is één van de extra
(verborgen) voorwaarden van het Dirichlet probleem. We onderscheiden weer drie gevallen:
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1. 0 =0: ©"(0) =0 = O(#) = a10 + ay. Dit is alleen periodiek als a; = 0. Dus: 0 =0
is een eigenwaarde met bijbehorende eigenfunctie Oy(0) = 1.

2. 0= —p? < 0: ©(0) — pu?0(0) =0 = O(f) = by cosh b + by sinh uh. Dit is echter
alleen periodiek in het triviale geval dat by = by = 0. Er zijn dus geen negatieve
eigenwaarden.

3.0=p2>0: ")+ p*0(0) =0 = O(#) = c1cosud + cysinpuf. Dit is periodiek
voor alle waarden van ¢ en c2 als p =n met n =1,2,3,.... Het randwaardeprobleem
heeft dus positieve eigenwaarden en bijbehorende eigenfuncties van de vorm

on=n? en ©O,(0) =c,cosnb +kysinnf, n=1,23,....

Voor R(r) vinden we in het geval dat o = 0: 72R"(r) + rR'(r) = 0. Dit is een Euler
vergelijking (zie: § 3.4 opgave 38) met als oplossing R(r) = ki + kelnr. Nu moet echter
ky = 0 zijn, want anders zou de oplossing u(r, §) onbegrensd worden voor » — 0 en dat kan
natuurlijk niet. Dit is ook weer zo'n extra (verborgen) voorwaarde, namelijk dat de oplossing
op de gehele cirkelschijf begrensd moet zijn. Dit betekent dat voor o = 0 ook R(r) een
constante is en dus: wug(r,0) = 1. Voor ¢ = n? met n = 1,2,3,... vinden we voor R(r):
r?R"(r) + rR'(r) — n?R(r) = 0. Dit is ook een Euler vergelijking (zie: § 3.4 opgave 38)
met als oplossing R(r) = k1™ + kar~™. Ook dan moet gelden dat k2 = 0 omdat anders de
oplossing onbegrensd is voor r — 0 en dat kan niet. Dus: R, (r) =r" met n =1,2,3,.... We
vinden dus:

Un(1,0) = Ry (r)On(0) = cpr™ cosnf + kprsinnd, n=1,2,3,....

Hieruit volgt nu dat

u(r,0) = %0 + Z " (cn cosnb + ky sinnf) .
n=1

Ten slotte volgt uit de (enige) randvoorwaarde:
u(a,d) = f(0) <= %0 + Z a" (cp cosnb + kysinnf) = f(6).
n=1

De functie f(#) is gedefinieerd voor 0 < 6 < 27, maar kan logischerwijs periodiek worden
voortgezet met periode 2w. De functie f(f) kan dus in een Fourierreeks van deze vorm
worden uitgedrukt. Door te integreren over een interval ter lengte van de periode 27 kunnen
we bijbehorende coéfficiénten berekenen. We vinden dan:

1 2
= — 0) db
== f(0)de,
1 27
acp, = — f(@)cosnbdf, n=1,2,3,...
T Jo
en
1 2m
a"ky, = — f(@)sinnfdf, n=1,2,3,....
T Jo

Merk op dat we in dit geval een volledige Fourierreeks nodig hebben in plaats van slechts een
Fourier sinus- of een Fourier cosinusreeks.
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