§ 7.6. Complexe eigenwaarden. Ook dit hebben we reeds gezien bij Lineaire Algebra.
Zie: Lay, § 5.7. Als z(t) = ve™ een oplossing is van de homogene differentiaalvergelijking
2/(t) = Az(t), dan moet r een eigenwaarde van de matrix A zijn en v een bijbehorende
eigenvector. Wat als r ¢ R ?

We zullen alleen matrices A met reéle elementen beschouwen. Omdat alle elementen van
de matrix A reéel zijn, heeft de karakteristieke vergelijking |[A — rI| = 0 dus alleen reéle
coéfficiénten. Dat betekent dat niet-reéle nulpunten (eigenwaarden van A dus) alleen in
complex geconjugeerde paren kunnen voorkomen. Dat wil zeggen: als r = A+iu met A\, u € R
en u # 0 een eigenwaarde van A is, dan is ¥ = A—iu ook een eigenwaarde van A. Verder weten
we dat de bijbehorende eigenvectoren ook complex geconjugeerden van elkaar zijn. Dus: als

z,(t) = ve™ een oplossing is van 2/(t) = Az(t), dan is z,(t) = ve™ ook een oplossing. Er
geldt nu:
z,(t) =ve = (a+ib) MM = (a + ib) e (cos pt + isin put)
= M (acosut — bsin ut) + ie (asin ut + beos ut)
en dus i
2o(t) = e = M (acos pt — bsin ut) — ieM (asin ut + beos ut) .

Volgens het superpositieprincipe is nu z(t) = 12, (t) + Y224 (t) ook een oplossing van z'(t) =
Az(t) voor iedere 71, v2 € C. We zijn echter alleen geinteresseerd in de reéle oplossingen. Die
kunnen dus geschreven worden in de vorm

At (

z(t) = c1e” (acos ut — bsin ut) + coet (asinput +bcosut) met c1,co €R.

-1 -2

Voorbeeld 1. 2/(t) = Az(t) met A = ( £ 3

) . Dan volgt:

—1—r =2

\A—rl|z) 5 —3—-r

‘:r2+47’+13:(7’+2)2+9 = r=-2%3

Verder volgt:

g, [1-8 =2 (2
"= Z' 5 —1-3i T\ 1-3i )

De complexe oplossing is dus:

. 2 o 2 .
a(t) = mve" + 0™ ='n< - >e( 2+31)t+72< Y )e( 27300 met 71,72 € C,

Nu geldt:

2 ; 2
rt (—2+3i)t —2t -
ve = ( 1_32.)6 _<1—3i>6 (cos 3t + i sin 3t)

. 2cos 3t _or . . 2sin 3t _9¢
o <cos3t—|—3sin3t>6 JrZ(sim3t—3cos3t>€ ’



Hieruit volgt dat de reéle oplossing geschreven kan worden als:

_ 2cos 3t ot 2sin 3t ot
x(t)—q( cos 3t + 3sin 3t >e +C2(sin37ﬁ?>cos,3t )6 met ¢, ¢z € R.

-3 2 0
Voorbeeld 2. 2/(t) = Az(t) met A= -2 0 1
01 -2

Los eerst de karakteristieke vergelijking |A — rI| = 0 op:

—3—-r 2 0 —1-7r 2
0 = |[A-rl|= -2 —r 1 =|-1—-r —r 1
0 1 -2-r —1-r 1 =2-r
1 2 0
= (-1-7)]|0 —2—7r 1 =—1+7)[(r+2)*+1].
0 -1 —2—-r
Dus: de eigenwaarden van A zijn r1 = —1 en 93 = —2 & 4. Verder volgt:
-2 2 0 1 -1 0 1
r=-—1: -2 1 1 ~ 0 1 -1 = v = 1
01 —1 0 0 0 1
en
147 2 0 1471
rg = —2—1: —2 241 1 = vy = 1
0 1 9 i
Nu volgt:
1+ cost +sint cost —sint
1 e 2 (cost —isint) = cost e 24 —sint e 2,
1 sint cost

Hieruit volgt, dat:

1 cost + sint cost —sint
zt)=c | 1 |et+e cost e 2 4 cq —sint e 2t
1 sint cost

In het geval van een (2 x 2)-matrix kunnen de banen van de oplossingen van z'(t) = Ax(t)
getekend worden in het fasevlak. In het geval van niet-reéle eigenwaarden wordt de oorsprong
wel een spiraalpunt genoemd. Als het reéle deel van de beide eigenwaarden negatief is, is
de oorsprong een aantrekker (attractor) of een put (sink). Als het reéle deel positief is, is de
oorsprong een afstoter (repellor) of een bron (source).



§ 7.7. Fundamentaalmatrices. Als {z,(t),...,z,(t)} een fundamentaalverzameling is van
oplossingen van 2/(t) = Az(t) met A een (n x n)-matrix, dan heet de matrix

V) = | 2yt .. z,(0)

wel een fundamentaalmatrix voor het stelsel 2/(t) = Axz(¢).

Hiervoor geldt dat: W'(¢) = A¥(¢). Immers:

V() = zi(t) ... oz @t) | = | Az (t) ... Az,(t)

In plaats van de vorm
z(t) =ciz,(t) + ... +cpz,(t) met ci,...,cp €R,

kunnen we dan de algemene oplossing van z/(t) = Az(t) schrijven in de compacte vorm
z(t) =¥(t)c met c= : e R".

De waarde van de constante vector ¢ wordt hierbij vastgelegd door de keuze van een begin-
voorwaarde
z(to) = g € R™  voor zekere tg € I.

Hieruit volgt:
U(tg)c=27 =— c= \Ii_l(to)go endus z(t) =¥(t)c= \Il(t)\I’_l(tg)go,

mits de matrix W(¢y) inverteerbaar is. Als echter {z;(t),...,z(t)} een fundamentaalverzame-
ling is, dan is deze verzameling lineair onafhankelijk op het interval I en geldt:

Wi(z,...,z,)(t) =] z,(t) ... z,(t) |#0 vooralle tel

en dus ook voor ty. Hieruit volgt dat de matrix W(tg) inverteerbaar is.

-1 -2

Voorbeeld 3. z/(t) = Az(t) met A = ( = 5

). Dan volgt (zie voorbeeld 1) dat

U(t) = 2e =2t cos 3t 2e 2! sin 3t
~ \ e %(cos3t+3sin3t) e ?(sin3t — 3 cos 3t)

3



een fundamentaalmatrix is.

Stel dat A een (n x n)-matrix is en dat

2'(t) = Az(t) met z(0) = z,.
Als dan ¥(t) een fundamentaalmatrix is van z'(t) = Az(t), dan geldt:

z(t) = U(t)e met ¢= U 1(0)z,.
Stel nu dat ¥(0) = I, de eenheidsmatrix, dan is ook ¥~1(0) = I en volgt eenvoudig dat
(t) = W(t)zo.
De fundamentaalmatrix W(t) die voldoet aan
U'(t) = A¥(t) en W(0)=1

wordt aangeduid met
W(t) = exp(At) = .

Hierbij geldt:

o0
At (At)" oo 133
et = =14+ At 4+ A%t + A" + . ...
> + At S A% 4 S AN+
n=0
Merk op dat elke term in deze som een (n x n)-matrix is. Men kan aantonen dat elk element
van de som van deze matrices voor elke ¢ convergeert als n — co. We kunnen deze som dan

termsgewijs differentiéren naar t:

d g _ A 2, 1,30
- — = A+ A —A
e Zl(n_l)! + A% A

_ L o0 N At
= A<I+At+2At +...>_AZ = Aelt

n=0
Verder geldt:

1 1
eAt’ = (T +At+=A%2 + A% + ... ’ =1.
=0 2 6 t=0

Deze matrix e is dus inderdaad de unieke oplossing van

U'(t) = AU(t) en W(0)= 1.

Voorbeeld 4. Opgave 4: 2/(t) = Az(t) met A = ( le 7; >

1-A 1
4 —2—-A

-1 1 1
v (1) = ae(0)

|A — M| = =N HA-6=A-2)A+3) = A\ =2 en M= -3



en

4 1 1

De algemene oplossing is dus:

1 1
.’L'(t)—01<1>€2t+02(_4>€_3t met c¢1,c0 € R.

2t —3t
Dus is bijvoorbeeld ¥(t) = < EQt y _a ) een fundamentaalmatrix van z/(t) = Az(t).

—4e -
Maar wat is nu et ?

At

Voor e”** moet dus gelden:

[ ) w0 | e = (1) e om0 ().

waarbij z;(t) en z4(t) oplossingen zijn van z’(t) = Az(t). Dus:

1 1
:L’l(t)—a1<1>62t+a2<_4>e_3t met aj,az € R

en
To(t) = by ( 1 )th + by ( —411 >e3t met b1,bo € R.

Nu moet dus gelden dat

1Y, 1\ (1 o (XY an( TY_ (0
Ml )T 2 e )7 o) M 2\-a )71 )
We kunnen deze twee vectorvergelijkingen tegelijkertijd oplossen:
1 1110 1 1 1 0 5 0| 4 1
1 =470 1 0 -5 | -1 1 0 5|1 -1/
Hieruit volgt:
a; =4/5 by=1/5
en
a2:1/5 b2:—1/5
O R P R P 5¢" + 3¢
£y =5 1 e 5 4 e = %e% B %e_:“

Lo (75) =

en dus:

en

Hieruit volgt dat



Stel nu 2/(t) = Axz(t), waarbij de (n X n)-matrix A diagonaliseerbaar is. Dat wil zeggen:
A = PDP~! oftewel AP = PD voor zekere inverteerbare matrix P en diagonaalmatrix D.
Als nu

P=1 v ... v

2 “n

en D= diag()\l, o 7)‘TL)>

dan geldt dus Av; = A\jy; voor ¢ =1,2,...,n. Dus:

Ant

g(t) = clgleht + ...+’ met cp,...,cp €R

Stel nu z(t) = Py(t), dan volgt:

Z(t) = Az(t) <= Py()=APy(t) <= y'(t)=P 'APy(t) = Dy(t),

want P is inverteerbaar. Dit proces wordt wel ontkoppelen genoemd. De differentiaalverge-
lijking 2/(t) = Az(t) stelt in het algemeen een stelsel gekoppelde differentiaalvergelijkingen
voor, terwijl de vergelijking v/(t) = Dy(t) een stelsel niet-gekoppelde of ontkoppelde diffe-
rentiaalvergelijkingen weergeeft. Immers:

v (1) = My () yi(t) = creM?
y(t)=Dy(t) z = :

Yn(t) = Anyn(t) Yn(t) = cpet!

en dus: ePt = diag(e, ..., eM?). Hieruit volgt dat

e)qt
U(t)y=PeP' = | v, ... v, = | vt v, e’
oAnt
een fundamentaalmatrix is van z’'(t) = Az(t). Dit betekent dus dat
z(t) = U(t)e = civ M 4. 4 cu,et met c,..., ¢, € R

Verder zien we nu eenvoudig dat et = PeP*P~! want PIP~! = PP~ ! = 1.

Dus: als de matrix A diagonaliseerbaar is en A = PDP~! met P een inverteerbare ma-

trix en D = diag(\y,..., \,) een diagonaalmatrix, dan is e = PeP*P~1 waarbij P! =
diag(eM?, ..., eM?).
Voorbeeld 5. In het vorige voorbeeld hebben we gezien dat A = < 411 _; ) = PDP~! met

1 1 . 2 0
P_(l _4> en D—dlag(2,—3)—<0 _3>.

11 e 0 1/4 1
At Dtp—1 __ . R
o= ) (e S ) ()
B 1 e2t 6_3t 4 1 B 1 4€2t + 6_3t €2t _ e—3t
- 5 th —46_3t 1 -1 - 5 4e2t _ 46—3t th —|—4€_3t .
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Voorbeeld 6. Opgave 8: 2/(t) = Az(t) met A = ( ; :; >

1-A -1
) -3-A

. 2—i -1 1
A=—1+41: < 5 —2—i> — v—<2_i>.
Dan volgt:

1 cost sint
Mo —t - _ —t ., . —t
ve _<2—i>€ (COSt+Zsmt)_<QCost—i—sint)e —H(ZSint—cost)e ‘

Hieruit volgt dat bijvoorbeeld

W(t) = e !cost e lsint B cost sin t ot
e ¥(2cost+sint) e !(2sint —cost) /] \ 2cost+sint 2sint — cost

een fundamentaalmatrix is van z'(t) = Az(t).

|A—)\I|:’ ‘:)\2+2>\+2:(A+1)2+1 — A=-1+i.

In dit geval is de matrix A dus niet (reéel) diagonaliseerbaar. Om nu e te bepalen, berekenen
we (vul ¢ =0 in):
1 0|10 1 0 10 1 0|1 O
2 =101 0 -1| -2 1 o012 —-1)°
Voor de eerste kolom van e
cost — sint ¢+ [ cost+2sint —_t
1 <2cost+sint>e +2 (25int—cost>e _< 5sint >e ’

A
En voor de tweede kolom vinden we:

0 cost et 1 sint ot — —sint ot
2cost +sint 2sint — cost ~ \ cost—2sint ’

t vinden we dus:

Dus:

AL < cost + 2sint —sint ) ¢+ e '(cost+2sint) —e~tsint

5sint cost — 2sint N < Se tsint e *(cost — 2sint) ) '

Merk op, dat het antwoord achterin het boek niet helemaal correct is.

§ 7.8. Meervoudige eigenwaarden. Als een matrix A meervoudige eigenwaarden heeft,
dan kan zich een probleem voordoen als er niet voldoende lineair onafhankelijke eigenvectoren
van A gevonden kunnen worden. Uit de Lineaire Algebra weten we dat als de algebraische
multipliciteit van elke eigenwaarde van A gelijk is aan de meetkundige of geometrische mul-
tipliciteit, dan is de matrix A diagonaliseerbaar en is er in feite geen probleem.



1 2 1
Voorbeeld 1. 2/(t) = Az(t) met A= 0 1 0
0 2 2
1—A 2 1
A=A=| 0 1-x o0 :u—Awlgk 2EA‘:u—Af@—A)
0 2 2—A
Dus: Ay =2 en Ag =1 (tweemaal).
—1 2 1 -1 0 1 1
Al =2: 0 -1 0 | ~ 0 10 = v;=1]0
0 20 0 0O 1
en
0 2 1 0 2 1 1 0
Ao =A3=1: 000 |~|0O0OTPW® = v,=|0 en vs = 1
0 2 1 000 0 -2
Dus
1 1 0
z(t)=c1 | O et 0 e +es 1 | e met ¢1,c0,c3 €R.
1 0 —2

Dit is de algemene oplossing, want de Wronskiaan van de drie oplossingen is gelijk aan

et et 0 0 ot
e 0 —2e

Als een matrix niet (reéel) diagonaliseerbaar is omdat er niet-reéle eigenwaarden optreden,
dan is er ook geen probleem en passen we de methode van § 7.6 toe.

Als een matrix A een (meervoudige) eigenwaarde heeft, waarvan de algebraische multipliciteit
(strikt) groter is dan de meetkundige of geometrische multipliciteit, dan is er een serieus pro-
bleem. De matrix A wordt in dat geval wel defect genoemd. Hoe vinden we in die situatie
(van een defecte matrix) voldoende lineair onafthankelijke oplossingen om een fundamentaal-
verzameling of een fundamentaalmatrix voor z/(t) = Az(t) te kunnen opstellen ?

Voorbeeld 2. 2/(t) = Az(t) met A = ( 1 _21), >

1-X -1

|A—AH—’ oy

' =AM -4 +4=(1—-2* = \=2(tweemaal).

Dus: A heeft slechts één eigenwaarde A\ = 2 met algebraische multipliciteit 2. Nu volgt:

() = ()



Dit betekent dat de meetkundige of geometrische multipliciteit van de eigenwaarde A\ = 2
gelijk is aan 1. De matrix A is dus defect en derhalve niet diagonaliseerbaar.

1
We weten nu dus dat z,(t) = veM = < 1 > e?t een oplossing is.

De vraag is nu: hoe vinden we een tweede oplossing z,(t) zodat {z;(t),zs(t)} lineair onaf-
hankelijk en dus een fundamentaalverzameling van z'(t) = Az(t) is ?
Analoog aan de methode van onbepaalde coéfficiénten in hoofdstuk 3 en hoofdstuk 4 zouden
we een oplossing van de vorm z(t) = ute? kunnen proberen. Dan geldt: 2/(t) = u(2t + 1)e?,
Invullen geeft dan:

w(2t +1)e? = Aute”® — u=o.

Hoewel dit correct is levert dit niet een niet-triviale oplossing waarmee we een fundamentaal-
verzameling kunnen vormen.

Als we echter een oplossing van de vorm z(t) = u;te?' 4+ uye?’ proberen, dan lukt het wel. We
vinden dan: z'(t) = uy (2t + 1)e? + 2u,e?. Invullen geeft dan:

2upte?t + (uy + 2us)e? = Aujte® + Auge®.
Hieruit volgt:
Aug =2u; en  Auy = uy + 2uy

oftewel
(A—20u; =0 en (A—-2Duy =u,.

De vector u; is dus een eigenvector van A behorende bij de eigenwaarde 2, bijvoorbeeld

1
U = < 1 > Voor de vector u, vinden we dan:

-1 -1 _ 1 . -1 -1 1 1 1 -1
11 )27\ 2 1 1] -1 00| 0)
We zien dus dat er oneindig veel oplossingen voor de vector uy zijn, zoals bijvoorbeeld:

-1 . .
Uy = ( 0 > Zo’n vector heet wel een gegeneraliseerde eigenvector van A behorende

bij de eigenwaarde 2. Dit betekent dus dat z4(t) = ute? +uye? = ( _} ) te? + < _(1) > e?t

ook een oplossing is. Voor de Wronskiaan van deze twee oplossingen vinden we:

2t 2t
e t—1)e
Wz, 2o)(t) = ‘ _e2t ( —te%t = —te' et — et = e £ 0.

Dus: {z(t), z5(t)} is een fundamentaalverzameling van z/(t) = Az(t). De algemene oplossing
kan dus geschreven worden als:

1 1 -1
z(t) = c1zy (1) +cazso(t) = 1 ( 1 > 62t+02 [( 1 ) te? + < 0 > eﬂ met c1,c0 €R.

Dit proces met gegeneraliseerde eigenvectoren kan worden uitgebreid tot situaties waarin A
een eigenwaarde A\ heeft met algebraische multipliciteit > 3 en meetkundige of geometrische
multipliciteit 1. Zie ook opgave 17.



Dan geldt: z,(t) = ue™ is een oplossing, waarbij (A — A)u = 0. Dus: u is een eigenvector
van A behorende bij de eigenwaarde A. Verder is dan z,(t) = ute + ve™ ook een oplossing,
waarbij (A — AM)v = u. Dus: v is een gegeneraliseerde eigenvector van A behorende bij
de eigenwaarde A. Verder is dan ook z5(t) = %theM + vteM 4+ weM een oplossing, waarbij
(A= M)w = v. Ook w wordt dan een gegeneraliseerde eigenvector van A genoemd. Zo kan
men (eventueel) doorgaan met z4(t) = gutde™ + Jvt?eM + wte + zeM, enzovoorts.

1 1 -1
Voorbeeld 3. 2/(t) = Az(t) met A=| -1 -2 1
3 1 =2
1—A 1 -1 1—A 1 0
|[A— M| = -1 =2-=2 1 =] -1 =2-X —-1-2AX
3 1 —2-=A 3 1 —1-A
1—A 1 0
= 4 -3-X 0 =—(1+X) 1__4A _31_A
3 1 —1-X
= —(14+NNF20+1) = —(1+ N3
Dus: A = —1 is de enige eigenwaarde van A met algebraische multipliciteit 3. Vervolgens
bepalen we de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde A = —1:
2 1 -1 10 0 0
-1 -1 1|~ 01 -1 = u=|1
3 1 -1 00 O 1
De eigenwaarde A = —1 heeft dus meetkundige of geometrische multipliciteit 1.

Stel nu z(t) = (ut + v)e™t, dan volgt:
(—ut+u—nv)e ' =Aut +v)e? = Au=-u en Av=u-—v.

Hieruit volgt:

(A+DHu=o0 9
oftewel (A+I)v=0 en u=(A+1)v.
A+DHv=u
Nu volgt:
2 1 =110 10 0 1
(A+Dv=wu: -1 -1 1|1 |~ 01 —-1] =2
3 1 —-1]1 00 O 0
1
Er zijn dus vele mogelijkheden voor v, bijvoorbeeld v =1 0
2

Stel vervolgens z(t) = (%th + vt + m) e~t, dan volgt:

1 1
(—2ut2 +ut — vt +v— w) et = A(§gt2 + vt +w)e

= Au=-u, Av=u—-v en Aw=v-—w.

10



Hieruit volgt:

(A+DNu=o0
(A+DNv=u  oftewel (A+I1Pw=0 v=(A+NHw en u=(A+I)o.
(A+DHw=v
Nu volgt:
2 1 -1 |1 10 0 1
(A+DHw=uv: -1 -1 1,0 |~ 01 —-1] —1
3 1 —-11] 2 00 O 0
1
Er zijn dus vele mogelijkheden voor w, bijvoorbeeld w = | 0 |. De oplossing is dus:
1
0 0 1
z(t) = | 1 |et+e 1 Jte "4+ 0 et
1 1 2
1 0 1 1
+ec3 = 1 et 0 |tet+| 0 |t , met cq,c0,c3 €R.
2 1 2 1

Ook in de situatie van een defecte matrix A waarbij een eigenwaarde A algebraische multi-
pliciteit > 3 heeft en meetkundige of geometrische multipliciteit > 2 maakt men gebruik van
gegeneraliseerde eigenvectoren. In dat geval dient men echter de eigenvectoren wat zorgvul-
diger te kiezen. Als uw dan een eigenvector van A is behorende bij de eigenwaarde A, dan
heeft (A — A\I)v = u niet altijd een oplossing voor v. Wel als de eigenvector u geschikt wordt
gekozen.

2 1 2
Voorbeeld 4. 2/(t) = Az(t) met A = 1 2 2
-1 -1 -1
2—A 1 2 1—-A 0 1—-A
|A— A = 1 2-x 2 |= 2-X 2
-1 -1 —-1-2A -1 -1 —-1-2A
1 0 0
= (1-XN] 1 2—-x 1 :(1—/\)'2__1)\ _&‘
-1 -1 =X

= 1-NN =22+ =(1-NN\-1)?=(1-1)>

Dus: A = 1 is de enige eigenwaarde van A met algebraische multipliciteit 3. Vervolgens
bepalen we de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde A = 1:

1 1 2 11 2 0
1 1 2 |~(100O0 — vy = -1 en vy = 2
-1 -1 -2 0 00 0 -1

11



De eigenwaarde A = 1 heeft dus meetkundige of geometrische multipliciteit 2.
Stel nu x(t) = (uyt + uy)et, dan volgt:
(uyt +ug +ug) €' = A(ugt +up)e’ = Awy =u; en  Auy = uy + uy.

Hieruit volgt:

(A=Du =o )
oftewel (A—1I)*uy=0 — w3 =(A4A-1Du,.
(A= Tuy =uy
1 0
Numoet uy =a | -1 | +08 2 | zo gekozen worden dat (A — I)uy = u; oplosbaar is:
0 -1
11 2 o
1 1 2| —a+28 = a=0=—-a+20.
-1 -1 =2 -3

Kies dus bijvoorbeeld o = g = 1:

1 1 1 2 1 11 211
u; = 1 = 1 1 2 1]~ 0O0O0]O0
-1 -1 -1 -2| -1 0 0 0]O0
1
Kies nu (uit vele mogelijkheden) bijvoorbeeld u, = 0 |, dan luidt de oplossing van de
0
homogene differentiaalvergelijking z/(t) = Az(t):
1 1 1 0
g(t) =1 1 t 4+ 0 et + Co —1 et+03 2 et
-1 0 0 -1
Via (A — I)?uy = 0 kan ook:
1 1 2 1 1 2 0 0 0
(A-1)%*= 11 2 1 1 2 |=1000]=0.
-1 -1 -2 -1 -1 -2 0 00

Men kan dan u, willekeurig kiezen. De bijbehorende u; volgt dan uit u; = (A — I)uy. De
oplossing van 2/(t) = Axz(t) ziet er dan zo uit:

1 0
z(t) =y {ugt +ugyel +ea [ —1 | el 43 2 | €.
0 -1

In voorbeeld 2 hebben we gezien dat

z(t) = < _1 )e% en x,(t) = < _i )te2t+ < _(1) >€2t



1 -1
1 3

W) — ( _11 t:tl )6%

een fundamentaalmatrix is voor 2/(t) = Az(t). Dan geldt: ¥(0) = < 1 -1 ) en

1 -1] 10 0 -1
-1 0|01 -1 0
0 -1
-1 -1

_ 1 t-1 0 -1 1—t —t
M =W (H)Y 1(0):(—1 —t >(—1 —1)62t:( t 1+t)€2t'

Voor een diagonaliseerbare matrix A geldt: als A = PDP~! voor zekere inverteerbare matrix
P en diagonaalmatrix D, dan is e = PeP*P~1 waarbij et = diag(eM?,... eM?) als D =
diag(A1, ..., Ay). Alle kolommen van P zijn dan eigenvectoren van de matrix A.

oplossingen zijn van 2/(t) = Az (t) met A = ( > Hieruit volgt dat bijvoorbeeld

Dus: ¥=1(0) = < > Hieruit volgt dat

1
1

A:PJleetP:< 1 _1>enJ:<2 1>.Immers:

De matrix A = < 7; > is echter defect en dus niet diagonaliseerbaar. Maar wel geldt:

- (D2
() 3)-(0 )

De eerste kolom van P is een eigenvector van A, terwijl de tweede kolom een gegeneraliseerde
eigenvector van A is. De matrix J is geen diagonaalmatrix, maar op de hoofddiagonaal
staan wel de eigenwaarden van A. Zo’n matrix J wordt wel de Jordan normaalvorm van A
genoemd. In zo’n Jordan normaalvorm staan de eigenwaarden van A op de hoofddiagonaal en
bevat de 'diagonaal’ daarboven op zekere plaatsen een 1 en is de rest nul. Zo’n 1 komt te staan
boven een eigenwaarde waarvan de algebraische multipliciteit groter is dan de meetkundige
of geometrische multipliciteit, maar alleen als er geen lineair onafhankelijke eigenvector meer
bij gevonden kan worden.

Stel nu z(t) = Py(t), dan volgt:
d(t)=Ax(t) = Py()=APy(t) <= y(t)=P APy(t) = Jy().

In dit geval is het nieuwe stelsel differentiaalvergelijkingen weliswaar niet ontkoppeld, maar
wel eenvoudiger dan het oorspronkelijke stelsel:

{ yi(t) = 2yi(t) +y2(?) . { y1(t) = cre? + cote?

"ty=J
v =Ju) o) = 205 (1) ya(t) = cre
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en dus:

2t 2t
[ c1e” +cote . 1 o t ot
)-( ot )-cl(o)e + c2 1 e’

\Ii(t):<(1) f)e”

een fundamentaalmatrix is voor y'(t) = Jy(t). Merk op, dat ¥(0) = ( é (1) ) =I. Dus:

Hieruit volgt dat

et — W ()T 1(0) = (1) — ( (1) ! >62t.

Ten slotte vinden we dan

1 -1\ (1 ¢ 0 -1

At _ Jtp—1 _ 2t

= Pelb _<—1 0><0 1><—1 —1)6
B =1\ (=t —l=t\ (1=t —t )
“ -1 o)1 ot 1+t )

1 1 -1
Voor de matrix A= | —1 —2 1 | uit voorbeeld 3 geldt: A = PJP~! met
3 1 -2
01 1 —1 1 0
P=11100 en J= 0 -1 1
1 21 0 0 -1

De eerste kolom van P is een eigenvector van A, terwijl de tweede en derde kolom gegenera-
liseerde eigenvectoren van A zijn.

2 1 2
En voor de matrix A = 1 2 2 | uit voorbeeld 4 geldt: A = PJP~! met
-1 -1 -1
1 11 100
P = -1 10 en J=10 11
0 -1 0 0 01

Hier zijn de eerste twee kolommen eigenvectoren van de matrix A en is de derde kolom een
gegeneraliseerde eigenvector. Maar in dit geval dient men de eigenvectoren wel geschikt te
kiezen. Merk op dat de tweede kolom precies de eigenvector is waarmee we de gegeneraliseerde
eigenvector in de derde kolom konden vinden.
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