Hoofdstuk 6: De Laplace transformatie

§ 6.1. Definitie. Een integraaltransformatie is een relatie van de vorm

B
ﬂﬁz/“K@wﬂww

die een functie f(t) omzet naar een andere functie F'(s). De functie K (s,t) heet wel de kern
van de integraaltransformatie.

De bedoeling van zo’n integraaltransformatie is om een probleem voor f om te zetten naar
een eenvoudiger probleem voor F'.

Een bijkomend probleem is echter om uiteindelijk f terug te vinden als het eenvoudiger
probleem voor F' opgelost is (en F' dus gevonden is).

In dit hoofdstuk beschouwen we alleen de Laplace transformatie:

Definitie 1. Als f : [0,00) — R wvoldoet aan zekere voorwaarden, dan is

ﬂﬁ=£ﬁ®ﬂ$=%mﬁﬂﬁmt (1)

de Laplace getransformeerde van f.

Opmerking 1. Hier is dus K(s,t) = e ! en («, 3) = (0, 00).

Opmerking 2. De integraal (1) bestaat niet voor elke functie f (vandaar de zekere voor-
waarden). De integraal is een oneigenlijke integraal (van de eerste soort, maar voor sommige
functies f ook van de tweede soort):
00 A
/ e St f(t)dt = lim e St (t) dt,
0 A= Jo

maar ook in andere punten kunnen problemen bestaan. Bijvoorbeeld in ¢t = 0 als f(¢) = 1/t
ofint=1als f(t) =1/(1 —1).

We bekijken nu eerst enkele voorbeelden.

Voorbeeld 1. Als f(t) = 1, dan volgt

5{1}(3):/0°Oe—stdt:_

S

Voorbeeld 2. Als f(t) = e, dan volgt
L{e"}(s) = / e e dt = / Ly
0 0

1

= voor s > a.

—(s—a)t ‘oo 1
t=0 N s—a

Ss—a



Merk op, dat we voor a = 0 het resultaat van voorbeeld 1 weer krijgen.

Voorbeeld 3. Als f(t) = cosat, dan volgt

[ee] 1 o0
F(s) = £ {cosat} (s) = / et cosat dt — - / 5t dsinat
0 a Jo

als a # 0. Via partiéle integratie vinden we dan voor a # 0

1 4. o0 s [ _g . s [ _y
F(s) = —e° smat‘ + - e sinatdt = —— e *dcosat
a t=0 a Jo a 0
2 00 2
s _ © 5 _ s s
= ——e Stcosat‘ - — e ' cosat dt = — — —F(s) voor s>0.
a t=0 a® Jy a’  a
Dus:
s/a? s

s s
I+ )F(s)=— = F(s)= = :
( * a2> (s) a? (s) 1+s%2/a2  s2+a?

Merk op, dat dit resultaat ook correct is voor a = 0 (vergelijk met voorbeeld 1). Dus:

L{cosat} (s) = 824_;(12 voor s> 0.

Evenzo vinden we (zie boek):

L {sinat} (s)

= 55 Vvoor s> 0.
s +a

Er geldt de volgende rekenregel:
LAicrfi(t) +cafo()} = alL{fi(t)} + 2L {fa(t)}.

De Laplace transformatie is een zogenaamde lineaire operator.

Deze rekenregel / eigenschap zullen we veelvuldig gebruiken om Laplace getransformeerden
te berekenen.

Definitie 2. FEen functie f heet stuksgewijs continu op een interval I als dat interval I
verdeeld kan worden in een eindig aantal open deelintervallen waarop f continu is.

Dit betekent dat de functie f in hoogstens eindig veel punten discontinu is. De (Laplace)
integraal van een dergelijke functie kan daarom gewoon bestaan.

0, 0<t<1
Voorbeeld 4. Stel f(t) =
1, t>1.
Dan volgt:
o0 - [e%¢] - e—st ) e—s
LA{f(t)}(s)= e U f(t)dt = e dt =— = , s>0.
0 1 S It=1 S



Stelling 1. Als f stuksgewijs continu is op elk deelinterval [0, A] met A >0 en |f(t)] < Ke™
voor alle t > M, dan bestaat de Laplace getransformeerde

F(s) = L{f(£)} (s) = /0 T et i) dt

van f(t) voor s > a.

Bewijs. Merk op, dat
[e's) M 00
/ = (1) di = / ¢St £(¢) dt + / ¢S £ (4) dt.
0 0 M

Omdat f stuksgewijs continu is op [0, M] bestaat de eerste integraal van het rechterlid. Verder
geldt:
le St f(t)] < Ke ste = Kel@ 9t voor +> M

en dus

/ e S f (1) dt’ <K / ela=9)t qt.
M

M
De laatste integraal convergeert voor s > a. Dit bewijst de stelling.

De Laplace getransformeerde bestaat dus voor alle stuksgewijs continue functies, die van
exponentiéle orde zijn voor t — oo. Er bestaan overigens ook andere functies waarvan
de Laplace getransformeerde bestaat, maar voor ons doel is de genoemde klasse van functies
groot genoeg. We maken alleen gebruik van functies die aan de voorwaarden van stelling 1
voldoen.

§ 6.2. Oplossingen van beginwaardeproblemen. Stel dat

F(s) = L{f(1)} (s) = /O T et dt,

dan volgt:
cifm}s) = /0 ety di = /O T etap(n)
= o) s /0 T et () dt = —£(0) + sF(s) = sL {£(1)} () — (0).

Vervolgens vinden we ook:

LI} ) = sL{F®)} ()= £(0) = s [sF(s) — £(0)] - £(0)
2P (s) = s£(0) — £(0):

Enzovoorts. Zo vinden we voor n =1,2,3,...:

L{FPW } (5) = s"F(s) = " 7H(0) = ... = sf D (0) = fU7D(0).

Er geldt nu:



Stelling 2. Als f continu is en f' stuksgewijs continu op elk deelinterval [0, A] met A > 0 en
|f(t)] < Ke® woor alle t > M, dan geldt voor s > a:

L{S' )} (s) = sLAf(t)} (s) = f(0).
en algemeen:

Stelling 3. Als f, f',..., f™ Y continu zijn en als f stuksgewijs continu is op elk deelin-
terval [0, A] met A > 0 en |f*)(t)] < Ke® voor allet > M en'k =0,1,2,...,n—1, dan geldt
voor s > a:

L{FPW } (s) = "LLED} () = 8" £(0) = .. = s72(0) = £ 0).

y" =6y +5y=0

y(0)=1, y'(0)=2.

Merk op, dat we dit probleem eenvoudig kunnen oplossen met de bekende technieken uit
hoofdstuk 3 (en Stewart, hoofdstuk 17). De karakteristieke vergelijking is 72 — 6r + 5 =

0 <= (r—1)(r—>5)=0. De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking is dus:
y(t) = cret + c2e?t. De beginvoorwaarden y(0) = 1 en y/(0) = 2 leiden vervolgens tot:

citep=1 3 1
= (¢ =- en cy=-.
c1+5co =2 4 4

Voorbeeld 5. Beschouw het beginwaardeprobleem {

De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus: y(t) = %et + ie‘r’t.

Nu gaan we het probleem oplossen met behulp van de Laplace transformatie. Stel dat
LA{y(t)}(s) =Y(s), dan volgt:

L{y" -6y +5y} =L£{0} =0
en
L{y —6y +5y} =L{y"} —6L{y} +5L{y}.

Dus:
s2Y () —sy(0) =9/ (0) =6 [sY (s) — y(0)] +5Y(s) =0 <= (s°—65+5)Y(s)—s—2+6=0.
Dus:

s—4
(s —1)(s —5)’
waarmee het (eenvoudiger) probleem voor Y'(s) is opgelost. Resteert nog de vraag hoe we

hieruit de oplossing y(t) van het oorspronkelijke (beginwaarde)probleem kunnen bepalen.
In voorbeeld 2 hebben we gezien dat

(s—1)(s=5H)Y(s)=s—4 <= Y(s)=

L{e™} (s) = ! .

s—a
Met behulp van breuksplitsing vinden we nu:
Y(s) = s—4 A N B A(s—5)+B(s—1) (A+B)s—5A-B
S (s=1)(s=5) s—1 s-5  (s—=1(s—=5 (s=1)(s—5)



Hieruit volgt:

A +B = 1
= A=- en B=-.
54 -B = -4
Dus: 31 1 1 3.1
Y(s) =2 - £) = Zet 4 —edt.
(=351t 1575 y(t) = g+ e

Merk op dat de eerste methode veel eenvoudiger (en sneller) tot de oplossing leidt dan de
laatste methode op basis van de Laplace transformatie. Deze laatste methode is dan ook niet
bedoeld om dergelijke problemen, die we allang kunnen oplossen, (op een andere manier) op
te lossen. We zullen later zien dat we met behulp van de Laplace transformatie beginwaar-
deproblemen kunnen oplossen die met de conventionele methoden niet (zo gemakkelijk) zijn
op te lossen.

Yy + 1y = cos 2t

y(0) =1, ¢'(0)=0.

Ook dit beginwaardeprobleem is veel eenvoudiger op te lossen met de technieken uit hoofd-
stuk 3, maar daar gaat het nu niet om. Stel dat L{y(¢)} (s) = Y (s), dan volgt met behulp
van voorbeeld 3:

Voorbeeld 6. Beschouw het beginwaardeprobleem {

2 (s) — s(0) — o/ _ 2 LR € )
SY(5) =sy(0) =y () +Y(s) = 5o &= (FHDY(s)= oy +s=—5
Dus:
s(s®+5) _As+B  Cs+D

Y(s) = - .
O =i+ - 211 T ot

Hieruit volgt dat
s(s*4+5) = (As+B)(s>+4)+ (Cs+D)(s*+1) = (A+C)s*+ (B+D)s*+ (4A+C)s+4B+D

en dus
A +C =1 B +D = 0
en

44 +C = 5 4B +D = 0
Hieruit volgt: A=4/3, B=0,C = —1/3 en D = 0. Dus (zie voorbeeld 3):

4 1 4 1
i i y(t) = = cost — 3 cos 2t.

Y(s) = = -
=321 3%+2 — 3

Om zoveel mogelijk beginwaardeproblemen te kunnen oplossen is het dus zaak om van zoveel
mogelijk functies de Laplace getransformeerde te kunnen berekenen. We maken daarom een
tabel van de meest voorkomende functies en hun Laplace getransformeerden. Zo’n tabel vindt
u op pagina 319 van het boek. Een dergelijke tabel zal ook bij het tentamen beschikbaar
worden gesteld, want het is niet de bedoeling om zoveel mogelijk formules uit het hoofd te
leren. Laten we de tabel van pagina 319 even doorlopen.

De formules 1, 2, 5 en 6 hebben we reeds gezien. Formule 3 kan met behulp van partiéle
integratie worden gevonden. Voor n =1,2,3,... geldt

i "/OO et g,

t=0 S Jo

oo 1 00 n
L{tn} (S) — / e—stt'n dt = _/ iy de—st _ —Le_St
0 0 S

S

S



Voor s > 0 is de stokterm gelijk aan nul. Als we op deze wijze doorgaan, dan vinden we met
behulp van voorbeeld 1:

11 [ 11 !
L{ms)=2 0 2 et = 22 2198,
S 0

S S st g gntl?

Formule 4 is een generalisatie van formule 3 die ook voor niet-gehele machten van ¢ geldt,
maar hiervoor hebben we de gamma-functie

I'(2) :/ t*“le7tdt, Rez >0
0

nodig. Aangezien deze functie niet bekend is, zullen we formule 4 overslaan. Dit betekent
dat we functies zoals f(t) = +/t buiten beschouwing zullen laten. Het is echter wel goed
om te weten dat het toch mogelijk is voor dergelijke functies de Laplace getransformeerde te
berekenen. Zo geldt bijvoorbeeld

AL A o L

c{vi(s) = /OOO e~V dt = FS;//? - 2;/\72,

maar dit behoort niet tot de tentamenstof.
De formules 7 en 8 zijn weer erg eenvoudig. Immers:

en

eM — emat 1 1 11 ls+a—-—s+a a
inhat = ———— == L {sinhat == —— = _ —
S @ 2 {sinh.at} (s) 2s—a 2s+a 2(s—a)(s+a) s%2—a?
en evenzo:
e e 0 11 11 s
coshat:# == L{COShat}(S):is—a P

Ook de formules 9, 10 en 11 zijn eenvoudig af te leiden met behulp van de formules 5, 6 en 3
respectievelijk. Immers (met behulp van voorbeeld 3):

L{ecosbt} (s) = / e Ste™ cos bt dt = / e (= cos bt dt = 5 5
0 0 (S — CL) + b2
Evenzo vinden we met behulp van formule 5 en formule 3 respectievelijk:

b
(s —a)? +b?

n!

L {eat sin bt} (5) = m

en L{t"e"}(s) =
Ten slotte hebben we formule 18

£{0)} () = F(s) = " 0) — .= 52 (0) - 10D 0)
voor n =1,2,3,... al afgeleid.

De resterende formules zullen we later afleiden.



§ 6.3. Stapfuncties. Zoals eerder opgemerkt is het de bedoeling om de Laplace transfor-
matie te gaan gebruiken voor beginwaardeproblemen die met de conventionele methoden niet
(zo gemakkelijk) zijn op te lossen. Een voorbeeld van een dergelijk probleem is een begin-
waardeprobleem met een discontinu rechterlid. Om gemakkelijk met dergelijke functies te
kunnen werken maken we gebruik van de éénstapsfunctie van Heaviside:

{ 0, t<ec
uc(t) = c>0.

1, t>c

Met behulp van deze eenvoudige (basis) stapfunctie kunnen we allerlei functies met sprong-
discontinuiteiten beschrijven. We bekijken enkele voorbeelden.

Voorbeeld 1. f(t) = ur(t) — 2uar(t) + us,(t) voor t > 0. Uit de definitie van u.(t) volgt:
0-040=0, 0<t<m
1-04+0=1, T<t<2mw
1-240=—1, 2r<t<3r
1—-2+1=0, ¢>3m

ft) =

Voorbeeld 2. De functie

t, 0<t<1
gt) =< 10—13t+4t2, 1<t<?2
0, t>2

laat zich met behulp van de stapfunctie van Heaviside beschrijven als

g(t) =t +uy(t)(10 — 14t 4 4t%) — un(t)(10 — 13t + 4¢%).

De Laplace getransformeerde van wu.(t) laat zich eenvoudig berekenen met behulp van de
definitie:

o) o0 —st o —cs
LA{uc(t)}(s) = / e St (t) dt = / estdt = —° = ¢ , s§>0.
0 c

S le S

Dit is formule 12 van de tabel op pagina 319.

Zoals blijkt uit bovenstaande voorbeelden komt de stapfunctie u.(t) vaak voor in combinatie
met een andere functie. Daarom is het handig om te kijken naar de Laplace getransformeerde
van een dergelijk product van twee functies:

Clue)f(t— )} (s) = /Oooe—stuc(t)f(t—c)dt: /ooe_Stf(t—c)dt

— /OO e 5t £(y) du = e /OO e f(u)du=e"“L{f()}(s).
0 0

Als de Laplace getransformeerde van f(t) bestaat, dan bestaat de Laplace getransformeerde
van u.(t)f(t — ¢) dus ook. Deze wordt dan bepaald door bovenstaande formule. Dit is
formule 13 van de tabel op pagina 319.



Voorbeeld 3. Beschouw de functie

sint, 0<t<m
ft)y=9 |
sint 4 cost, t> .

Merk op dat cost = — cos(t — ), zodat f(t) = sint + ur(t) cost = sint — ur(t) cos(t — 7). De
Laplace getransformeerde van f(t) is dus:

1 s S
F(s) = £{f0} () = g — ™ o
want
, B s
E{smt}(s)—82+1 en E{cost}(s)—82+1.
Voorbeeld 4. Stel dat L{f(t)}(s) = F(s) = 1_762_. Dan volgt:
s
Fo=5-0 = fo=t-wme-n={' " =TT
S)=— — —F— = t)=t—ur(t)(t—m) =
52 52 t—(t—m)=m, t>m.

Als F(s) = L{f(t)} (s), dan volgt:

o oo
L (0)} (s) = / e=Stet f (1) dt — / == F(1) dt = F(s — c).
0 0

Als F(s) = L{f(t)} (s) bestaat voor s > a > 0, dan bestaat £ {e f(t)} (s) dus voor s > a+c.
Dit is formule 14 van de tabel op pagina 319.

Deze formule kan bijvoorbeeld worden gebruikt om formule 9 uit formule 5 af te leiden, zoals
we eerder gedaan hebben. Maar de formule kan natuurlijk veel algemener worden toegepast.
Merk ook op dat met dit resultaat bijvoorbeeld formule 2 van de tabel uit formule 1 volgt:

1 1
L{1}(s)==, s>0 = L{e"}(s)= , s> a.
s s—a
Voorbeeld 5. Uit het tentamen van 11 mei 2000:
sint, 0<t<m
Y (t) +4y(t) = y(0) =1, /(0)=1.

sint +cost, t>mw
Stel Y'(s) = £L{y(t)}(s), dan volgt
7Y (s) — sy(0) — /' (0) +4Y (s) = F(s),
waarbij F(s) = L{f(t)}(s) met

sint, 0<t<m
f(t) :{

sint + cost, t > .



Merk op, dat f(t) = sint — u,(t) cos(t — 7) (zie voorbeeld 3) en dus

1 S

_ __—Ts
Fo) =g e

Met de beginvoorwaarden y(0) = 1 en 3'(0) = 1 volgt nu:

1 s
2 —TSs
DY (s)=s+14 —— —
(s*+4)Y(s) =s+ +52+1 e 271
en dus ) )
s s
Y — _—Ts .
SO Sy R sy Bl pe- g ey By popr sy gy

Met behulp van breuksplitsing vinden we nu:

1 R 1
(s2+1)(s2+4) 3 |s2+1 s2+4

en dus:

Y(s) =

s, 1 1111 1] s s
- - = ——e — )
s24+4  s24+44 3s24+1 3s24+4 3 s24+1 s2+4

Terugtransformeren geeft tenslotte:

1 1 1
y(t) = cos 2t + 3 sin 2¢ + 3 sint — guw(t) [cos(t — ) — cos2(t — 7)].

§ 6.4. Differentiaalvergelijkingen met discontinue rechterleden. Om te laten zien
dat we hier veel voordeel hebben van de Laplace transformatie laten we een voorbeeld zien
die we eerst op de conventionele manier oplossen en vervolgens met behulp van de Laplace
transformatie. Zie bijvoorbeeld ook de opgaven 32 en 33 van § 2.4.

Voorbeeld 6. Beschouw het beginwaardeprobleem

{y”—3y’+2y:f(t) 1, 0<t<3

0, t>3.

W =1, yo=0 f(t):{

De karakteristieke vergelijking is:

2 —3r42=0 <= (r—Dr—-2=0 = yu(t)=cre’ + ce?.

Een particuliere oplossing voor 0 < t < 3 is bijvoorbeeld y,(t) = 1/2. We vinden dus

1
y(t) = 5 +cre + 6262t voor 0<t<3

en
y(t) = kre! + kge*  voor t>3.



De constanten ¢; en ¢2 moeten nu zo gekozen worden dat aan de beginvoorwaarden y(0) = 1
en y'(0) = 0 wordt voldaan en de constanten k; en ko moeten zo gekozen worden dat de
oplossing continu is in ¢ = 3. Dus:

{y(O)zl {01—1-02:1/2 1
<~

/(0) 0 = c¢1=1 en cy=—-.
y =

c1+2c=0 2
Vervolgens vinden we:
y(3)=1/2+ €3 —e/2 kie® + koeb = 1/2 + €3 — €9 /2
{ y'(3) =e3—eb = { kre® + 2kqe® = €3 — 6.

Hieruit volgt
kied=1+e = k=1+e3

en

We vinden dus uiteindelijk

1 1
y(t):§+et—§e2t voor 0<t<3

en
1
y(t) = (1+e?)e — 5(1 +e7%e* voor t>3.

Dit kan geschreven worden als

1/2 + et — e2t/2, 0<t<3
y(t) =
et — th/2 + et73 _ e2(t73)/27 t>3.

Nu met behulp van de Laplace transformatie. Stel dat £ {y(t)} (s) = Y (s), dan volgt
s?Y (s) — sy(0) — y'(0) = 3[sY (s) — y(0)] + 2Y (s) = F{(s),

waarbij F(s) = L{f(t)} (s) met f(t) =1 —ug(t). Dus:

Met behulp van de beginvoorwaarden y(0) = 1 en ¢/(0) = 0 vinden we dan

9 1 6738
(s*=35+2)Y(s) —s+3=—-—
s s
oftewel 5 ) X
1 e s —3s+1 e
—1D(s—2)Y(s) =s—3+ - — = — .
(s—1)(s—2¥(s) =5 -3+ — = - -
Dus:
s2—-3s+1 e~ 3s




Met behulp van breuksplitsing vinden we

s2—-3s+1 A B C

s(s—1)(s—2) §+8—1+8—2

en dus
§2—3s+1=A(s—1)(s—2)+Bs(s—2)+Cs(s —1) = (A+ B+C)s* — (3A4+2B + C)s + 2A.
Hieruit volgt dat A+ B4+C =1,34+2B+C =3 en 24 =1 en dus:

1 1
Azi, B=1 en C:—§

Verder geldt (eveneens via breuksplitsing):

1 D, E  F
s(s—1)(s—2) s s—1 s—2

en dus
1=D(s—1)(s—2)+ Es(s —2) + Fs(s — 1) = (D + E + F)s*> — (3D + 2E + F)s + 2D.

Hieruit volgt dat D+ E+ F =0,3D +2E+ F =0en 2D =1 en dus:

1 1
D=—-, E=-1 en F=-.
2 2
b 11 1 1 1 11 1 1 1
Y [ = = 3s |- - '
) =55t5-1 252" ¢ [25 5—1+28—2]
Hieruit volgt:
1 1 1 1
y(t) =5+ el — §€2t — ug(?) [2 -3+ 262(t3):| :

Ten slotte kijken we nog even naar formule 19 van de tabel op pagina 319. Zie ook opgave 28
van § 6.2. Als

ﬂﬁzﬁﬁwﬂﬁzlmfﬂﬁmt

en als we de volgorde van differentiéren en integreren mogen verwisselen, dan volgt:

lﬂﬁ—AmeW%ﬁwﬁ—ﬁﬂ4ﬁ®Hﬂ

We gaan hier niet in op de voorwaarden waaronder dit is toegestaan. We kunnen dit eenvoudig
generaliseren tot:

FMW(s) = L{(=t)"f(t)} (s), n=0,1,2,....

We kunnen deze formule gebruiken om bijvoorbeeld formule 3 van de tabel uit formule 1 af
te leiden. Immers, als F(s) = £{1} (s) = s71, dan geldt:

Lt} (s) = (=1)"FM(s) = (=1)"(=1)(=2) -+ (—n)s "' = n=0,1,2,....

11



Om bijvoorbeeld £ {tsint} (s) te bepalen maken we gebruik van

1
G(s) = L {sint = .
(5) = £{sint} (5) = 5=
Dan volgt namelijk dat
. 2s
,C{tSIHt} (S) = *G/(S) = m
Evenzo, als
S
H = t =
(s) = £{cost} () = 5.

dan volgt dat
d (s +1—2s? d [ —s>+1
t? cost =H’ = —|—— =753
LAt cost} (s) () ds ( (s2+1)? > ds ((52 + 1)2>
—2s(s2 +1)2 —2(s*+1)-25- (—s* + 1)

(82 + 1)4
2s(—s? —1+42s* —2)  2s(s* —3)
(32+1)3 - (s2+1)3 :
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