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1. Dit is opgave 10 van § 3.6.

De karakteristieke vergelijking is:
2 —2r4+1=0 oftewel (r—1)2=0. Dus: 7 =1 (tweemaal).
De algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking

y'(t) —2y/(t) + y(t) = 0

is dus
yh(t) = clet + Cgtet.
Voor een particuliere oplossing kunnen we de methode van variatie van de constanten
toepassen. Stel daarom: y(t) = uy(t)e! + ua(t)tel. Dan volgt:
Y (t) = uj(t)e! +uh(t)te +up(t)e! + ua(t)(t + 1)e
=0

y'(t) = uy(t)e' +ub(t)(t + 1)et + up(t)e + uz(t)(t + 2)e.

Invullen geeft dan:
t

e
Dus:
uf (t)e' + uh(t)te! =0 Wy () +ub(t)t =0
t —
(et + uy(#) (¢ + et = — W (t) 4 (B (4 1) = —
Hieruit volgt: ) .
uh(t) = e ™ uy () = —tub(t) = Ty

Dus: .
ug(t) = arctant +co en wy(t) = -5 In(1 + %) + ;.

De algemene oplossing is dus:

1
y(t) = —iet In(1+ ) + te' arctant + cre’ + cote’, c¢1,co € R.



2. Vergelijk met opgave 11 van § 6.5.
Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

s2Y (s) — sy(0) — i/ (0) + 2 [sY (s) — y(0)] + 2Y (s) = 5ﬁ + 3e 7.

Nu is: y(0) =1 en 3'(0) = 0. Dus volgt:

34252 +65+2
(2425 +2)Y(s) =5+ 2+ 5 43 = L FE FOIHZ g
s +1 s+ 1
Hieruit volgt:
s34+ 252+ 65+ 2 e T8

Y(s) = 3 .
() (s2+1)(s2 + 25+ 2) s2 42542
Met behulp van breuksplitsing vinden we

s +2s2+6s+2  As+B  C(s+1)+D
(s24+1)(s24+25+2)  s2+1 (s+1)241
(As+ B)(s®>+2s+2)+ (C(s+ 1)+ D)(s* + 1)
(s2+1)(s2+25+2)

En dus:
$2 4252 +65+2=(A+C)s*+(2A+B+C+D)s*+ (2A+2B+C)s+2B+C + D.
Hieruit volgt: A=1, B=2,C=0en D = —2. Dus:

s 2 2 e T8

pu— - 3
32+1+32+1 (5+1)2+1+

Y(s) (+12+1

Terugtransformeren geeft ten slotte:

y(t) = cost + 2sint — 2e "t sint + 3ux(t)e” " sin(t — 7).

3. (a) Vergelijk met opgave 7 van § 7.7.
We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

0=[A-rl|= =(1-r)l—-d=r"—2r+5=(r—1)? +4.

3—r —2
4 —1—r

De eigenwaarden zijn dus: » = 1 &+ 2¢. Voor de eigenvectoren vinden we dan:
. 2—2 -2 1
r=1+2i: < 4 —2—2i> —_— v_<1_i>.

et = <11i>et(cos(2t)+isin(2t))

B < COS(QiC))Sj?;)n(%) )et + Z( Sin(;)n_@é())s(%) )et.

Een fundamentaalmatrix van z/(t) = Az(t) is dus (bijvoorbeeld)

_ cos(2t) sin(2t)
v = < cos(2t) + sin(2¢t) sin(2t) — cos(2t) ) ¢’

Dus:



Dan volgt:

\I/(O)—(i _(1)) — qfl(O)—G _2)

Ten slotte volgt:

‘ _ cos(2t) sin(2t) ¢ 1 0
M=) TTH0) = ( cos(2t) + sin(2t) sin(2t) — cos(2t) )e . ( 1 -1 >
B < cos(2t) + sin(2t) — sin(2t) > ot
N 2sin(2t) cos(2t) — sin(2t) ’
Zie § 7.9.

We zoeken een particuliere oplossing van de vorm gp(t) = wcost + vsint + we'.
Invullen geeft dan:

—usint + vcost + wet = Aucost + Avsint + Awe? + ( 8 )cost+ < g )et.

Hieruit volgt:

AU+<g>zv, Av=—u en Aw+<g)=w.

Dus:

) 5\ ) - 5\ ( —15
Au+A<0>——U oftewel (A°+1)u= A<0 —\ —90 /-

NuisA2—<i :?)(i :i>—<é _L;)endusAz—i—I—(; :;‘L)
Dus:

2 —4\ [ -15 (V2 _1(1

8 —6 %7\ —20 =\ 4 )732\s /)

Tenslotte volgt dan

e = () 4(2)

Een particuliere oplossing is dus

1 1 1 3 1
_ . ¢t _ 4 4 —— t
xp(t)—gcost—kgsmt—kwe —2<8>cost 2<4>smt (1>e.

De algemene oplossing is dan:

z(t) = ;(é)COSt_;<i>Sint_<i>€t

N cos(2t) i e sin(2t) S
U\ cos(2t) + sin(2¢) 2\ sin(2t) — cos(2t) T



4. Vergelijk met opgave 7 van § 10.5.
Stel u(z,t) = X (x)T(t) # 0, dan volgt:
X"x) 1 T'(¢)

X(x) 20 T(t)

Hieruit volgt: X" (z) — o X (z) =0 en T"(t) — 200T(t) = 0.

Uit de randvoorwaarden volgt: X (0) =0 en X(2) = 0. Dus:
X'"z)—oX(x)=0, 0<z<2
X(0)=0, X(2)=0.

(a) Voor o = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X () = a1z + ag. Uit X(0) = X(2) =0
volgt dan a; = a2 = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X”(z) — p®X(x) = 0 en dus X(z) = by cosh ux +
by sinh pz. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens dat
by sinh(2u) = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel 0 = —p? < 0, dan volgt: X"(x) + p?X(z) = 0 en dus X (z) = ¢y cos px +
cosin pz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens dat
cosin(2p) = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin(2u) =0 = 2u =

20X"(@)T(t) = X(2)T'(t) = =0 (separatieconstante).

nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:
2,2
new

Op = — 1 n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x):sin($), n=1,23,....

Voor T(t) vinden we dan T}, (t) = e """t met n = 1,2,3,.... Dus:

oo
CEn2n2t . (MTT
u(x,t) = E cne O ™ i (T) :
n=1

Uit de beginvoorwaarde volgt:
. . > . nmx . .
u(z,0) = 2sin(27z) + sin(3rzr) <= Z Ccp sin (T) = 2sin(27z) + sin(37x).
n=1

Hieruit volgt dat ¢4 = 2, ¢¢ = 1 en ¢, = 0 voor alle andere waarden van n.
De oplossing is dus:

o
u(w,t) = Z cne” " ™ sin (?) = 2e 807" gin(27r2) + e 1807 gin(37z).
n=1

5. Vergelijk met opgave 22 van § 10.5.
Als u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(t), dan volgt:
a* (Ugs + uyy) =uy = o (X"YT+XY'T)=XYT".
Delen door X (z)Y (y)T'(t) # 0 levert dan:
X'@) V') 1 T
X(x)  Y(y) o T(t)
Hieruit volgt: T"(t) — ca®T(t) = 0 en

= o (eerste separatieconstante).

"
=
S
SN—
=
=
s

=171 (tweede separatieconstante)

en dus: X" (z) —7X(z) =0enY"(y) — (c — 7)Y (y) = 0.



