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1. Vergelijk met § 3.5, opgave 26.
(a) Als y1(t) =t, dan is yj(t) = 1 en ¢/ (¢t) = 0. Dan volgt:
Pyl () — t(t +2)y1(t) + (t+2)y1(t) =0 — t(t +2) + t(t +2) = 0.

Hieruit volgt dat 3 (t) = t een oplossing is van t2y" (t) —t(t+2)y' (t)+(t+2)y(t) = 0.

(b) Stel dat y(t) = tu(t), dan volgt: y'(t) = tu/(t) + u(t) en y"(t) = tu”(t) + 2u/(¢).
Invullen geeft dan:

3" () + 2674 (1) — 2t + 2)u' () — Lt + 2)u(t) + t(t + 2)u(t) = 0.
Hieruit volgt voor ¢t > 0:

t3 [W'(t)—d ()] =0 = Jt)=ce = u(t)=ce+e.
De algemene oplossing is dus

y(t) = tu(t) = cite! + cat, c1,co € R,

2. Vergelijk met § 3.7, opgave 15.
(a) Als y1(t) =1+¢, danis ¥}(t) = 1 en ¢/ (t) = 0. Dan volgt:
(1) = L+ (6) + () =0— (1 +1) + 1+t =0.

ten y(t) = €. Dan volgt:

En als y2(t) = €', dan is yh(t) = ¢
ty (1) — (L +1)ys(t) +y2(t) = €' [t = (1 +1) + 1] = 0.
Hieruit volgt dat y1(t) = 1+t en y2(t) = e’ oplossingen zijn van
ty"(t) — (L +)y'(t) +y(t) = 0.

De algemene oplossing van ty” (t)—(1+t)y'(t)+y(t) = 0is dus y(t) = c1 (1+t)+coet.



(b) Stel dat y(t) = (1 + t)ui(t) + e'ua(t) (methode van variatie van de constanten),
dan volgt:

V() = (L DL ) + eu(8) () belua(t) en 3 (1) = v (1) euy (1) ).

=0

Invullen geeft dan:
tul (8) el () +tetug (1) — (1+t)ug () — (14+-t)etug (8) + (14 ug (t) +elug(t) = t2e?
oftewel:

tuh (t) + teluh (t) = t2e? = | (t) + elub(t) = te*t.

Dus:
{(1+t)u’1(t)—|—etu’2(t) =0

uh (t) + etub(t) = te!

Hieruit volgt:
tul (t) = —te?t oftewel ul (t) = —e?t

en dus
uh(t)e! = —(1+ ) (t) = 1+ t)e* = uh(t) = (1 +1t)e’.
Dus:

1
ui(t) = —§th +c1 en u(t) =te' +co.

De algemene oplossing is dus:

1 1
y(t) = —5(1+t)e2t—|—cl(1+t)—|—te2t+026t = i(t—l)e%—i—cl(l—{—t)—i—cht, c1,c2 € R,

3. Dit is opgave 27 van § 6.6. Stel L{y(t)}(s) = Y (s) is de Laplace getransformeerde van
y(t), dan volgt:

Met y(0) = 1 volgt dan:

Hieruit volgt:

s3(s2 —1 s3(s?2 -1 S
Yis) = 52E54 — 1; - s2(s? E 1)(82)+ 1) T 2+1 = y(t) = cost.




4.

(a)

Dit is voorbeeld 2 van § 7.7. We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

0=|A—rI :’ L=r 1 =(1-r)2—4=r*—2r—3=(r—3)(r+1).
4 1—r
De eigenwaarden zijn dus: r; = 3 en ro = —1. Voor de eigenvectoren vinden we
dan:
_ 3. -2 1 . (1
R 4 -2 = 2
en

(2 (1
e e 2 L7 -2

3t —t
Dus: U(t) = ( 223t _22_t > is een fundamentaalmatrix van z/(t) = Az(t). Dan

@(o):(% _;) = \P_I(O):i<§ _i)

Ten slotte volgt:

_ e et 1/2 1
M=0(D) V) = < 2¢%  —2¢7 ) 4 < 2 -1 )
1 < 2e3t +2e7t €3 — et >

4\ 4e3t —4e7t 23 4 2¢t

volgt:

Dit is opgave 7 van § 7.9. We zoeken een particuliere oplossing van de vorm
z,(t) = ve'. Invullen geeft dan:

vet:Avet—i—< Z)et — (A—I)v:<_2>.
—4 4
Dus:

<2 (1)’_121> — ”_<_;) = xp(t)—vet—<_;)et.

De algemene oplossing is dan:

1 1 . 1
z(t) = ( 5 )et+01 ( 5 )e5t+02( 5 >e_t, c1,¢2 € R,

5. Dit is opgave 10 van § 9.3.

(a) De kritieke punten moeten voldoen aan:

r+22+y2=0 r+22+y2=0
——
y(l—z)=0 y=0ofz=1.

Als y =0, dan volgt: x + 22 =0 <= 2(1+2)=0. Dus: x = —1 of 2 = 0. Als
x =1, dan volgt: 24 4% = 0 en dat heeft geen reéle oplossingen. De enige kritieke
punten zijn dus: (—1,0) en (0,0).



F., F,\ (14+2z 2y
(b) Merkopdat(Gx Gy>_( —y 1—1‘)'

In (—1,0) vinden we dan het lineaire stelsel

c+1Y -1 0 x+1
= met eigenwaarden 711 =2enry = —1.
Yy 0 2 Yy

En in (0,0) vinden we het lineaire stelsel

/
x 10 x .
< y ) = < 0 1 > < y > met eigenwaarden 1 =1 (tweemaal).

(c) Voor het niet-lineaire stelsel betekent dit dat (—1,0) een instabiel zadelpunt (een
positieve en een negatieve eigenwaarde) is en dat (0,0) een instabiele knoop of een
instabiel spiraalpunt is.

6. Vergelijk met § 10.4, opgaven 17, 18 en 35.

o0
(a) Een Fourier cosinusreeks voor f is f(x) = % + Z an cos(nz) met

n=1
2 (" 2 ("
aoz/ f(:z)dx:/ dr =2
T Jo T Jo
en
2 (7 2 (7
ap = / f(x) cos(nz) dx:/ cos(nx) dx
T Jo T Jo
2 s
= —sin(nz)| =0, n=1,2,3,....
nm 0
Dus:
f@) =1,
(b) Een Fourier sinusreeks voor f is f(x) = Z by, sin(nx) met
n=1
2 g . 2 L 2 T
b, = / f(x)sin(nz) de = / sin(nzx) de = —— cos(nx)
™ Jo ™ Jo nm 0
2 11— cos(nm)] = —[1 = (—1)"] 1,2,3
e — — nmw)l = — — (= n = e
ni nmw ) ) ) )
Dus:
21— (—1)" | A nsin(2k + 1)z
fo) = 22 s =2 ) T
(c) f is continu in x = w/2, dus:
4 Ssin(k+1/2)1 4 (—1)* (-0 o7
/2 =20 = 5rtd P2 ohrl = 2opei=d

k=0 k=0 k=0



7. Dit is opgave 7 van § 10.5. Stel u(x,t) = X (2)T(t) # 0, dan volgt:

100X" (2)T(t) = X (2)T'(t) =

X"z) 1 T(t)
X(z) 100 T(t)

=0 (separatieconstante).

Hieruit volgt: X" (z) — o X (z) =0 en T"(t) — 10007 (t) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: X (0) =0 en X(1) = 0. Dus:

(a)
(b)

()

X'"z)—oX(xz)=0, 0<z<l1
{X(O)zO, X(1)=0.

Voor o = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + a2. Uit X(0) = X(1) =0
volgt dan a; = a9 = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

Stel 0 = p? > 0, dan volgt: X"(x) — p?X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh ux +
by sinh px. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (1) = 0 volgt vervolgens dat
bosinh p = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.
Stel 0 = —p? < 0, dan volgt: X"(z) + p?X(z) = 0 en dus X (z) = ¢ cospux +
casinpz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(1) = 0 volgt vervolgens
dat cosinp = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als siny =0 — u =
nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:

Opn = —n2772, n=123,...
met bijbehorende eigenfuncties

Xn(z) =sin(nrz), n=1,2,3,....

Voor T'(t) vinden we dan T, (t) = e 100n°7%t 1ot i = 1,2,3,. ... Dus:
> 2.2
u(z,t) = Z cne 00T gin (n).
n=1

Uit de beginvoorwaarde volgt:

u(z,0) = sin(27z) —sin(vrzr) <= Z e sin(nmx) = sin(27z) — sin(5rx).

n=1

Hieruit volgt dat co =1, ¢c5 = —1 en ¢, = 0 voor alle andere waarden van n.

De oplossing is dus:

o0
u(z,t) = Z cpe100n* et sin(nmx) = e 400m’t sin(2mx) — ¢~ 2500m°t sin(bmx).

n=1



