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1. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt:
%Y (s) = sy(0) = y/'(0) +4Y (s) = F(s) = L{f(1)} ()
met
f)=t+ui1(t)(2—2t) +u2(t)(t —2) =t — 2u1 (t)(t — 1) + ua(t)(t — 2).
Met y(0) = 1 en 3'(0) = 0 volgt dan
1
(s +4)Y(s) =5+ 2 (1—2e7° +e7%)

oftewel
s . 1—2e 5 +e 2
8244 s2(s2 4+ 4)
Met behulp van breuksplitsing vinden we:

Y (s)

1 111
s2(s2+4) 4\s?2 s2+4)°

s 1—2 5+e2 (1 1
Y=ot 1 <52_s2+4>'

Terugtransformeren levert ten slotte:

Dus:

1 1 1 1
y(t) = cos 2t + Zt —3 sin 2t — §u1(t)(t -1)+ Zul(t) sin2(t — 1)

N iw(t)(t _9) - éUQ(t) sin 2(t — 2).

2. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

Dus:




3.

Terugtransformeren geeft dan:

(a)

13
t) =14+ =t°.
y(t) =t +¢
Bepaal eerst de eigenwaarden van A:

|A—rl| =

2—r 1
1 4-—

. ‘—72—67“—}-9—(7“—3)2.

Dus: r = 3 is de enige eigenwaarde van A (met algebraische multipliciteit 2). Voor
de eigenvectoren vinden we dan:

s (D)~ (Te) — u=(1)

De matrix A is dus niet diagonaliseerbaar. We bepalen daarom een gegeneraliseerde
eigenvector v, behorende bij de eigenwaarde r = 3: (A — 3I)vy = v;. Dus:

(j 1“)“’(_(1) (1)‘(1)) — v2=<(1)> (bijv.).
x1<t>:(})e% en %(t):<i>t€3t+((l))e3t

zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen van het homogene stelsel 2/(t) = Az(t).

Hieruit volgt dat
3t 3t
. e te . 1 t 3t
\I](t)_(e‘gt (t+1)e3t)_<1 754—1)6

een fundamentaalmatrix is voor het homogene stelsel 2/(t) = Az(t). Ten slotte

volgt dan:
(10 1 _ 1 0
wo=(10) = wo=( 1 ?)

en dus:

At_ -1 _ 1 t 3t 1 0 _ 1_t t 3t
e’ =vHY (0)_<1 t+1>e (—1 1)‘( —t 1+t>6‘

Bepaal eerst een particuliere oplossing van het inhomogene stelsel, bijvoorbeeld
alsvolgt: stel z(t) = (ut + v) €%, dan volgt door invullen in 2'(¢) = Az(t) + g(t)

t
2 (ut +v) e* + ue® = Aute® + Ave®® + < 1 ) et

Hieruit volgt:



Dus:

T2 = ()

De algemene oplossing van z'(t) = Axz(t) + g(t) is dus

2t + 2 1 t
x(t):-( f 49 >€2t—|—01< 1 >e3t—|—02<t+1 >e3t.

Ten slotte volgt:

=(8) = ~(2)(1)=(2)-(2)

Hieruit volgt dat ¢; = 2 en co = 1. De oplossing is dus
(242 o t+2\ 5
z(t) = (t+2>6 +<t+3>e'

De algemene oplossing kan eventueel ook geschreven worden als

_ 2t+2 2 At _ 2t+2 2 1—t t dl 3t
2(t) = <t+2 )6 Ferd=—{ o )T o 1et ) a )9

Dan volgt:

x(O):<(1)> — <:Z)+<§;>:<$> — di=2endy=3.

De oplossing kan dus ook geschreven worden in de vorm
_ [ 2t+2 2 11—t t 2 3
2t) = <t+2)e +( —t 1+t)(3>6
(242 o t+2\ 3
- <t+2>6 +<t+3>e‘
De algemene oplossing kan ook via de methode van variatie van constanten worden
gevonden. Stel z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt
2'(t) = Az(t) + g(t) = V(t)u(t) + T()u'(t) = AV(t)u(t) + g(t).

Omdat W'(t) = A¥(t), volgt hieruit dat W(t)u'(t) = g(t) en dus

(1) = UV (1)g(t) = ( et >e—3t< ' >e% - < 1t_2t >e_t.

Hieruit volgt
(42 —t
u(t):< (t +2tj2)e + ¢ >
te " +co



en vervolgens

z(t) = Uu(t) = ( 1 ti1 )ei’)t( —(t? +tit_t++2)ce2—t+c1 >

_ - 2t+2 2t 1 3t t 3t
= <t+2>e +01<1>e + c2 Pl e’".

Ten slotte volgt dan weer:

w=(2) = (2)ra() (D)

Hieruit volgt dat ¢; = 2 en co = 1. De oplossing is dus

2 + 2 t+2
ﬂt)z_( t+2 >€2t+<t+3 >€3t'

1)

d d
(a) Voor de kritieke punten moet gelden dat d—? =0en d—‘z = 0 oftewel

x—y2:O en y—xQZO.

Dus: y =2?enz—12? =0 <= 2(1—-2%) =0 <= 2 =0 of z = 1. Hieruit volgt:
(x,y) =(0,0) en (z,y) = (1,1) zijn de enige kriticke punten.

(b) Stel F(x,y) =z — 3% en G(x,y) = y — 2. Dan volgt:

oF oF 0 oG
oy, Sogy, oo Sy
ox T Oy Y o o oy
Dus

oF OF

Oor Oy 1 -2y

9G oG o 1

or Oy

In de buurt van (0,0) vinden we dus

en in de buurt van (1,1)

() =(4 (2.

(¢) In het geval van (0,0) vinden we de eigenwaarden 1 (tweemaal). Beide zijn dus
positief, dus: (0,0) is een instabiel knooppunt van het lineaire stelsel.

In het geval van (1, 1) vinden we

‘1—)\ -2

9 1-2 ‘2(1—/\)2—4=>\2—2)\—3:(>\—3)(>\+1).



De eigenwaarden zijn dus A\; =3 > 0 en A2 = —1 < 0. Hieruit volgt dat (1,1) een
zadelpunt is van het lineaire stelsel.

Voor het niet-lineaire stelsel geldt dan: (0,0) is een instabiel knooppunt of een
instabiel spiraalpunt en (1,1) is een (instabiel) zadelpunt.

o
(a) f(z) = % —I—;ancosn;m: met

2 (2 ! 2 1 1,17
ag = — z)dr = xdx + 2 —z)de ==2% + |22 — =2 =1
f(=)
2 Jo 0 1 2 o 2 |

en
9 [2 1 2
an, = / f(z) cos nre dr = / Z Ccos nry dx + / (2 — ) cos nre dx
2 Jo 2 0 2 . 2
2 [l 2 [?
= = | zdsin T 4 2 (2—x)dsin@
nw Jo 2 nmw Jq 2
2 nrx |l 2 /1 nmwT
= —zsin——| — — sin — dx
2 lo nm )
2 2 2
+—(2—x)smn— / sin 2 o
nw 1 nrm )y
2 . nmw L 4 cos nwm‘l 2 i nmw 4 nwx|2
= —sin ——| — —sin 3
nmw 2 22 2 lo nmw 2 n2m?2 2
4 nm 4 4 n 4 7T
= oS — — ——— — cosnw coS
n2m? 2 n2n2 n2g? n2m? 2
4
- 2[2008 —1—(—1)”}, n=1,2,3,
n2m

(b) f(z) = nzz:l by, sin % met

2) 2 1 2
b, = / f(:v)sinmdx:/ :csinmdx+/(2—x)sinmd$
2 Jo 2 0 2 . 2
2 ! 2 [?
= 2 | zdeos ¥ _ 2 (2—x)dcos@
nm Jo 2 nm J1 2
2 nwx |l 2 /1 nmx
= ——xcos—| +— cos — dx
nmw 2 lo nm /)y 2
2 2 2 2
——(2—x)cosw —/ cos 2% gy
nm 2 h nm )y
2 nmw L 4 nﬁ:n’l n 2 nm 4 | nmx)|?
= ——cos— si — CO0S— — ——— sin ——
nw 2 272 2 lo nm 2 n?r2 2
4 . nw 4 . nm 8 . nmw
= WSIH7+WSIH7:WSID7, n:1,2,3,....
(c) Stel u(x,t) = X (x)T(t), dan volgt: X" (z)T(t) = X (x)T"(t) en dus:
X”(IE) B T”(t)

X@) T = o (separatieconstante).



Dus: X"(z) —oX(z) =0 en T"(t) — cT(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt:
X(0) =0en X(2) =0. Beschouw dus eerst:

i.

ii.

iii.

{X”(x) oX(x)=0, 0<z<2
X(0) X(2) = 0.

Voor ¢ = 0 vinden we: X”(xz) = 0. Dus: X(x) = a1z + as. Uit X(0) =
X (2) =0 volgt dan a1 = az = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

Stel o = A2 > 0, dan volgt: X" (x) — A2X(z) = 0 en dus X (z) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat b; = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens
dat bysinh 2\ = 0. Dus: by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

Stel 0 = —\? < 0, dan volgt: X" (x) + A\2X(z) =0 en dus X (v) = ¢1 cos Az +
cosin Az. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens
dat cpsin2X = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin2A =0 —
22 =nm, n=1,2,3,... oftewel A = n77r’ n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden:
2.2

Op = — , n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

nmnx

Xn(a;):sinT, n=123,....

Voor T'(t) vinden we dan T,,(t) = ¢, cos "5 + ky, sin 2% met n =1,2,3,.... Dus:

2

Zsm— c cosn——l-k: sinn—m
" 2 2 )7

Uit de eerste beginvoorwaarde volgt:

u(z,0) = f(z) <= chsin$ = f(x).
n=1

Dit is een Fouriersinusreeks voor f, dus met onderdeel (b) vinden we nu:

n2m? 2’

2 [2 ]
:/ F(z)sin 22 dp = sin . p=1,2,3,....
2 J, 2

Uit de tweede beginvoorwaarde volgt:

nm nnx
u(z,0) =0 <= E n SiL— 0

n=1

Hieruit volgt dat k, = 0 voor n = 1,2, 3,.... De oplossing is dus:

nmwx nmnt
= Z — sin N cos N
of eventueel
8 w= (—1)* 2k +1 2k + 1)t
u(a:,t):—zg (=1) sin( + )chos( + m
T

— (2k+1)? 2 2



