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1. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt:
s°Y (s) = sy(0) — y/(0) + 2[sY (s) — y(0)] + Y (s) = SLQ +2e7%.

Met y(0) = 1 en ¢/(0) = 0 volgt dan

1 34925241
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oftewel
4252 +1 2 4+252+1 2
1 2Y e — 2 —3s :> Y e — _387.
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Met behulp van breuksplitsing vinden we:

s+2s2+1 As+B  C(s+1)+D
s2(s+1)2 82 (s+1)2

en dus

$+22 41 = As(s+1)2+B(s+1)2+Cs?(s+ 1) + Ds?
(A+C)s* + (2A+B+C+ D)s* + (A +2B)s + B.

Hieruit volgt:

A+C=1
2A+B+C+D=2
= A=-2, B=1, C=3 en D=2
A+2B=0
B=1
Dus: 2 1 3 2 2
Y(s)=-=+5 —3s .
(5) s+82+s+1+(s+1)2+6 (s+1)2

Terugtransformeren levert ten slotte:

y(t) = =2+t + 3" + 2te™" + 2us(t)(t — 3)e 7).
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2. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt: sY(s) —y(0) = —-Y(s). Met y(0) =1

211 s
volgt dan
1 2 241 s2+3
1Y) =14 —— <= Y(s) = .
<8+s> () e s (s) s2+1
Dus: ) )
+3 +1)+2 2
Y(s)zs(j 2)25(52 )28:25 n 25 N
(s2+1) (s24+1) 241 (s241)

Terugtransformeren geeft dan:

y(t) = cost + tsint.

3. (a) Bepaal eerst de eigenwaarden van A:

1—r -1

.2 — ()2
1 g, | =T dr +4 = (r — 2)~.

’A—T[‘:‘

Dus: r = 2 is de enige eigenwaarde van A (met algebraische multipliciteit 2). Voor
de eigenvectoren vinden we dan:

= (U )G8) = e ()

De matrix A is dus niet diagonaliseerbaar. We bepalen daarom een gegeneraliseerde
eigenvector v, behorende bij de eigenwaarde r = 2: (A — 2I)vy = v;. Dus:

(7] )~ (0ale) — m=(s) om
z,(t) = ( 71 >62t en  m,(t) = ( 71 >t€2t+ < (1) >€2t

zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen van het homogene stelsel 2/(t) = Az(t).
Hieruit volgt dat

2t 2t
—e 1—-1t)e -1 1-—1¢
\Il(t) - < €2t ( t€22 > - < 1 t ) €2t

een fundamentaalmatrix is voor het homogene stelsel z'(t) = Az(t). Ten slotte

volgt dan: L ) .
m(o):( ) 0) = \111(0):<1 1)

_ —1 1—t¢ 01 1—t —t
et =v(1)v 1(0):< 1t )6%(1 1)2( t 1+t)€2t'



(b) Bepaal eerst een particuliere oplossing van het inhomogene stelsel, bijvoorbeeld
alsvolgt: stel z(t) = ve™*, dan volgt door invullen in /(t) = Az(t) + g(t)

—ve_t:Ave_t%—(?)e_t — Av:—v—<f>.

(A+I)v=—<§>i (?j’f) — v=<_(1)>.

De algemene oplossing van z'(t) = Az(t) + g(t) is dus

2(t) = ( _(1)>e_t+cl ( B >e2f+cQ{< o >t+ ( . )}e%.

Ten slotte volgt:

w=(3) = ()ea(1)(3)-(2)

Hieruit volgt dat ¢; = 1 en co = 2. De oplossing is dus

o= () () men( e ()

Uitgeschreven levert dat
([ -1 ¢ 1—2t o
x(t)_( 0>€ +(1—|—2t>€ '
De algemene oplossing kan eventueel ook geschreven worden als

(-1 —t A, (-1 —t I—t -t dy 2
I(t)—< 0)6 +e d—< 0)6 +< y 1+t><d2 e’

Dan volgt:
0=(1) (3)+(8)=(0) = a=a=1

De oplossing kan dus ook geschreven worden in de vorm
-1 1—t —t 1Y o [ -1\ _, 12t o
x(t)_< 0)6 +< ! 1+t><1>e _< 0)6 oy )

De algemene oplossing kan ook via de methode van variatie van constanten worden
gevonden. Stel z(t) = W(t)u(t), dan volgt

Dus:

2'(t)=Az(t) +g(t) <<= V()ult) + V) (t) = AV(t)u(t) + g(t).

Omdat W'(t) = A¥(t), volgt hieruit dat W(t)u'(t) = g(t) en dus

w =g = (0T e ()= (1Y )en



Hieruit volgt

en vervolgens

a0 = v = (1 e ()

Ten slotte volgt dan weer:

w-(3) = (e (D)= (0)-(2)

Hieruit volgt dat ¢; =1 en ¢ = 2. De oplossing is dus

z(t) = ( _(1)>e_t+< _1 >e2t+2( 1;t>e2t: ( _é)e_t—i-( i;;ﬁ)&t.

d d
Voor de kritieke punten moet gelden dat d—j =0en d—fi = 0 oftewel

2(y—1)=0 en (22 —1)y=0.
Hieruit volgt: (z,y) = (0,0) en (z,y) = (£1,1) zijn de enige kritieke punten.
Stel dat F(x,y) = 2%(y — 1) en G(x,y) = (2? — 1)y, dan volgt dat
F,=2x(y—1), F,=2° Gy,=2ry en G,=z>—1.

Voor (z,y) = (0,0) vinden we dan

/
. = 0 0 . met eigenwaarden r; =0 en 7ry=—1.
(0 0 -1 (0

Voor (z,y) = (—1,1) vinden we

/
* = 01 * met eigenwaarden ryo = +iv/2.
Yy -2 0 Yy ’

En voor (z,y) = (1,1) vinden we

!/
* = 01 a: met eigenwaarden 119 = +v/2.
(] 2 0 Yy ’

Het punt (0,0) is een knooppunt, maar over de stabiliteit kan geen uitspraak
worden gedaan vanwege de eigenwaarde 0. Het punt (—1,1) is een centerpunt
of een spiraalpunt, waarbij er ook geen uitspraak gedaan kan worden omtrent de
stabiliteit. Het punt (1,1) is een instabiel zadelpunt omdat er zowel een positieve
als een negatieve eigenwaarde is.



o
(a) f(z) = % —|—z:1ancosn;m3 met
n=

2 2 1 2 1 1 1 2
ag = — z)dr = rdr + 2—2)de = =2%| + |20 — =22 =1
f(z)
2 0 0 1 2 0 2 1

en
9 [2 1 2
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2 Jo 2 0 2 1 2
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nm 0 2 nm Jq1 2
2 . nmx|l 2 /1 . nmrT
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nmw 2 lo nm/y 2
2 2 2 [?
+—(2—:U)Slnﬂ / sin 2 g
nm 2 h nm )y
nmw n 4 nmx |l 2 nmw 4 nwy |2
= —sin—+—5-c08s——| ——sin— — ——= CcoS ——
nmw 2 n2m? 2 lo nrw 2 n2m? 2
nm 4 4 n 4 nm
= ——C0S— — ——= — ———= COSNT + ——= COS —
n2m? 2 n2n?2  n2g2 n2m? 2
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= W[QCOST—:{—(—I)”}, n:1,2,3,....
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n=1
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2 Jo 2 0 2 1 2
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= —— Ccos— sin —— — COS — — in —
s 2 2772 2 lo nw 2 n2m? 2
. nmw + 4 nm 8 nmw 193
= sin — sin — = sin—, n=
n2m? 2 n2m? 2 n2m? 2’ T

(c) Stel u(z,t) = X (x)T(t), dan volgt: X" (z)T'(t) = X (x)T"(t) en dus:

X"(x) _ T'(1)
X(@) ~ T()

=0 (separatieconstante).

Dus: X"(z) —oX(z) =0 en T'(t) — oT(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt:
X (0) =0en X(2) =0. Beschouw dus eerst:

X"(z)—0oX(x)=0, 0<z<2
{X(O):O, X(2) = 0.



i. Voor ¢ = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + az. Uit X(0) =
X (2) =0 volgt dan a; = ag = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel o = A? > 0, dan volgt: X"(x) — A2X(z) = 0 en dus X (z) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens
dat besinh 2\ = 0. Dus: by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel 0 = —A\% <0, dan volgt: X”(z) + A\2X (x) = 0 en dus X (x) = c¢; cos Az +
casin A\zx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens
dat cosin2A = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin2\A = 0 =
2 =nm, n=1,2,3,... oftewel A = %, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden:

n?m?

On=——p n=123 .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(a:):sing, n=123,....

Voor T'(t) vinden we dan T, (t) = e ' ™t/4 met n = 1,2,3,.... Dus:
> nTT 2.2
u(z,t) = nz:l Cp Sin Te‘” 4,
Uit de beginvoorwaarde volgt:
u(z,0) = f(z) <= chsin@ = f(x).

Dit is een Fouriersinusreeks voor f, dus met onderdeel (b) vinden we nu:

2 [2 nmwT 8 n
Cn:2/0 f(z)sin 72r dx:n%rQSin?ﬂ’ n=123....
De oplossing is dus:
8 o~ 1 . nm _n2x% . nmx
u(x,t):7r2§:ln2$1n26 Tsin——
n—=

of eventueel

8 o= (—1F @2 (2k+ D)7z
U(xyt):ﬁZme 4 Sln#.
k=0



