Tentamenopgaven over hfdst. 1 t/m 4

. donderdag 31 oktober 1996
Bepaal de oplossing van het beginwaardeprobleem

y' +4y =4cos2z, y(0)=1, ¢ (0)=0.

. donderdag 31 oktober 1996
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

1

cosx

y' +y=

. donderdag 9 januari 1997
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

, 2z - 241
I L xd

. donderdag 9 januari 1997
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

y" — 4y = 8x + 4.

. donderdag 9 januari 1997
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

y" +y=tanz.

d
[GEGEVEN IS DAT /x =In ('C%x> ]
cosx 1 —sinz
. donderdag 22 januari 1998

Bepaal met behulp van de methode van variatie van constanten de algemene oplossing
van de differentiaalvergelijking

!

22y + xy —y = 4.

1

Gegeven is dat yi(z) = x en yo(x) = — twee basisoplossingen zijn van de bijbehorende
x

homogene differentiaalvergelijking.

. woensdag 18 maart 1998
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

zy — (z+ 1)y =22 — 2.



10.

11.

12.

13.

14.

woensdag 18 maart 1998
Bepaal met behulp van de methode van variatie van constanten de algemene oplossing
van de differentiaalvergelijking

22y — 2xy + 2y = 2.

Gegeven is dat y1(z) = x en y2(z) = 22 twee basisoplossingen zijn van de bijbehorende
homogene differentiaalvergelijking.

maandag 14 december 1998
Bepaal met behulp van de methode van variatie van constanten de algemene oplossing
van de differentiaalvergelijking

(1+22)y" — 2zy + 2y = 6(x + 1)%

Gegeven is dat y1(x) = 2 en ya(x) = 22 — 1 twee basisoplossingen zijn van de bijbeho-
rende homogene differentiaalvergelijking.

maandag 20 december 1999
Bepaal de oplossing van het beginwaardeprobleem

Y _ 2zy? + 32%y%, = >1
dx

y(l) = —1.

maandag 20 december 1999
Bepaal de oplossing van het beginwaardeprobleem

y'" — 3y 4+ 2y =e* +10cost + 4

maandag 20 december 1999
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

y" +y= 6 sin’ t.

woensdag 1 maart 2000
Bepaal de oplossing van het beginwaardeprobleem

y" — 4y + 4y = 4e* + 25sint + 4t

woensdag 1 maart 2000
Bepaal met behulp van de methode van variatie van constanten de algemene oplossing
van de differentiaalvergelijking

y" + 4y = 4t.

[GEGEVEN IS DAT [tcostdt = cost+tsint EN [t¢sintdt =sint — tcost.



15. maandag 22 januari 2001
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

t
(&
Y0 =20+t ==, 1> 0.



Uitwerkingen van de opgaven over hfdst. 1 t/m 4

1. donderdag 31 oktober 1996
De karakteristicke vergelijking is : 72 +4 = 0. Dus : yp(2) = c1cos2z + cpsin2z.
Voor een particuliere oplossing proberen we dus : y,(z) = Az cos2x + Bxsin2z. Dan
volgt : y, (v) = A(—4x cos 2x — 4sin 2x) + B(—4xsin 2z + 4 cos 2x). Invullen geeft dan
—4Asin2x+4Bcos2x = 4cos2x, dus: A =0en B = 1. De algemene oplossing is dus :
y(x) = xsin 2z 4 ¢1 cos 2x + ¢ sin 2x. Uit y(0) = 1 en ¢/ (0) = 0 volgt dan dat ¢; =1 en
co = 0. De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus : y(z) = x sin 2z + cos 2z.

2. donderdag 31 oktober 1996
De karakteristieke vergelijking is : 72 +1 = 0. Dus : yu(z) = c1cosz + cosinz. We
gebruiken nu de methode van variatie van constanten (zie : § 3.7) :

y(x) = up(z) cosx + uz(x) sin z.
Differentiéren geeft :

Y (x) = v} (z) cosz + uh(x) sinx —uq (x) sinx + uaz(z) cos x

=0

en
y"(x) = —u)(x) sinz + ub(z) cos z — uy () cos x — us(x) sin .

Invullen geeft dan

1
/ : /
—uq(x)sinx + uy(z) cosz = .
1(2) + uy(2) oS T
Dus :
u)(z) cosx + ub(z)sinz =0
—u)(z) sinx + uh(z) cosz = ! :
Cos T
Hieruit volgt _
sin
T)=— en uy(x)=1
uy(z) COS T 2(2) )

dus :
ui(x) =In|cosx|+c1 en wa(x)=2x+ca.

De oplossing is dus :

y(x) = (cosz)In|cosz| + xsinz + ¢1 cosz + cpsinx.

3. donderdag 9 januari 1997
Merk op, dat de differentiaalvergelijking lineair is. Een integrerende factor is 1/(z%+1).
Dan volgt (zie : § 2.1) :

d<y(:fc)>_ L y(x) 1 22 +1

de \z2+1 0 2 +1 4x4+ y(@) 44 +COE"+1)



Het kan ook met de methode van variatie van constanten (zie : § 2.1, opgave 35 op
blz. 39). Los eerst de bijbehorende homogene differentiaalvergelijking op :
2x dy 2z
= = O — _—= —
Y-z y 22+1
Hieruit volgt : In|y| = In(z? + 1) + K, dus : yu(x) = C(2? +1). Stel nu y(z) =
(2 +1)A(x), dan volgt 3/ (z) = (22 + 1)A’(x) + 22A(z). Invullen geeft dan :

dz.

2
9 x4 +1 1 1
Dus :
us :EZ 1 ,

. donderdag 9 januari 1997

De karakteristieke vergelijking is : > —4r = 0 <= r(r? —4) = 0. Dus : yp(z) =
c1 + c2e*® 4 c3e72*. Voor een particuliere oplossing proberen we (zie : § 4.3, methode
van onbepaalde coéfficiénten)

yp(r) = A2® + Bt = yp(r) =2Ax+ B en y,'(z)=0.
Invullen geeft dan :
—8Axr—4B=8r+4 =— A=-1 en B=-1.
Dus : yp(z) = —2? —z en de algemene oplossing is y(z) = —2% — 2+ c1 + c2€?® + cze 2.

. donderdag 9 januari 1997

De karakteristieke vergelijking is : 72+ 1 = 0. Dus : y(z) = ¢1 cosx + casinz. Stel nu
y(z) = ui(z) cosz + uga(z)sinz (zie : § 3.7, methode van variatie van constanten). Dan
volgt :

Y (x) = v} (z) cosz + uhy(x) sinx —uq (x) sinx + ua(z) cosx

=0
en
y'(x) = —u)(z) sinz + ub(z) cosz — uy (x) cos x — uz () sin .

1
Invullen geeft dan : —u (x) sinz + uh(z) cosz = tanz. Dus :
Jcosx + ub(x)sinz =0
—u(x

)sinx + ub(z) cosz = tanz.
Hieruit volgt :
sin? x 1

uh () = — =— +cosz en uh(x)=sinz.
1(7) cos T cos T 2(2)

| cos z| )
ui(z) =—1In 1 sz +sinz+e¢; en wg(x) =—cosx + co.

De algemene oplossing is dus :
y(z) = —(cosz)In (|COS$,

- + c1cosx + cosinx.
1 —sinz



6. donderdag 22 januari 1998

Stel (zie : § 3.7, methode van variatie van constanten) dat

y(@) = (@) + 222,
dan volgt
/
V(@) = () + 2D ) - 2D
x x
—_—
=0
- (@) | us(e)
v ub(x ug(x
Yy (x)_ul(x)_ ) +2 3
Invullen geeft dan x?u}(x) — ub(z) = 4x. Dus :
uy ()
2l (z) + uy(z) —0 zuy(x) + 2x =0
x of /
4
22 (x) — ub(x) = 4z ) () — UQx(Qx) =
Hieruit volgt :
uy(z) = Zoen uh(z) = —2z.
Dus :
up(z) =2In|z|+e; en wug(z) = —z% + ¢y

De algemene oplossing is dus :
C2 ko
y(x) =2zln|z| —z+caz+— of y(r)=2zln|z|+ kz+ —.
€ x

. woensdag 18 maart 1998

Merk op, dat de differentiaalvergelijking lineair (zie : § 2.1) is. Men kan dus volgens de
methode van § 2.1 een integrerende factor bepalen. Schrijf daarvoor de differentiaalver-
gelijking in de vorm

1
y’—(l—i—;)y:w—xz.

Voor de integrerende factor vinden we dan

1 et
W) =+ D) = ple) = o
x x
We vinden dan
e ) 2 = Sy et = yla) =2+ Cae®
de \z 7 N z I\ y\r = '

Het kan uiteraard ook met behulp van de methode van variatie van constanten (zie :
§ 2.1, opgave 35 op blz. 39). Los daarvoor eerst de bijbehorende homogene differenti-
aalvergelijking 2y’ — (z + 1)y = 0 op. We vinden dan

dy 1

d
x£:(¢+1)y = —=(1+-)dr = hlyl=z+In|z|+ K.
dx Y T



Dus : yp(x) = Cze®. We zoeken vervolgens een oplossing van de vorm y(z) = u(x)ze”

van de inhomogene differentiaalvergelijking. Invullen geeft dan

W (z)zte® =2 -1 = d(@)=(1-2)e " = u(z)=zxe"+C.

We vinden dus : y(z) = 22 + Cze®.

. woensdag 18 maart 1998
Stel y(x) = zui(z) + x?uz(x), dan volgt (zie : § 3.7) volgens de methode van variatie
van constanten

Y (x) = wu) (z) + a?up() +ui (2) + 2zuz(z)

=0
en
y' (@) = ui(x )+2$U2( ) + 2ug(x).
Invullen geeft dan z%u)(z) + 223u)(z) = 2%, Dus :
zu (x) + 2?ub(z) =0 zuy(x) + 2?ub(z) = 0
<~
22U (x) + 223ub(x) = 22 u)(z) + 2zub(z) = 1.
Hieruit volgt :
1
ui(z) =—1 en wuh(z) =~
x
en dus :
ui(z) =—x+c1 en wug(z)=Inlz|+ co.
De algemene oplossing is dus :
y(x) = —2® + 2% In|z| + c12 + co2®  of eventueel y(z) = 22 In|z| + c1z + 322

. maandag 14 december 1998
Stel y(z) = zui(x) + (22 — 1)uz(z), dan volgt (zie : § 3.7) volgens de methode van
variatie van constanten

Y (2) = zu (z) + (27 = Duj(@) +ur (@) + 2zuz(2)

=0

y'(x) = i (2) + 2zu5(x) + 2uz().

Invullen geeft dan (1 + z?)u}(x) + 22(1 + 22)uy(z) = 6(x? + 1)2. Dus :
zul(x) + (22 — Dubhy(z) =0

(1 +2?)u) () + 22(1 + 2*)up(z) = 6(1 + 27)?
oftewel

zuf(z) + (22 — Dub(z) =0
—  uj(r) = =62 +6 en wuh(x) =6z
ul (z) + 2zuly(z) = 6(1 + 2?)



10.

11.

12.

en dus :
up(z) = =223 + 6z +c¢; en wg(x) = 322 + co.

De algemene oplossing is dus : y(z) = —22* + 622 + 32%(2® — 1) + 17 + c2(2? — 1)
oftewel
y(z) = 2 4+ 32 + c1x + o (2 — 1).

maandag 20 december 1999
De differentiaalvergelijking is separabel (zie : § 2.2), want :
dy dy

e (27 + 32%)y? = i

1
2z +32%)de = ——=2>+2°+C.
)

Uit de voorwaarde y(1) = —1 volgt C' = —1. De oplossing is dus :

1

y(l‘) = 1_ 22 _ 23"

maandag 20 december 1999

De karakteristieke vergelijking is : 72 —3r +2=0 <= (r—1)(r —2) =0. Dus:
yn(t) = cre’ + coe?’. Voor een particuliere oplossing gebruiken we de methode van

onbepaalde coéfficiénten (zie : § 3.6) :

yp(t) = Ate*" + Beost + Csint + D.
Dan volgt :
y,(t) = A2t + 1)e?* — Bsint + Ccost en Y, (t) = A4t + 4)e* — Bcost — C'sint.
Invullen geeft dan :
Ae*' + (B —3C)cost + (3B + O)sint + 2D = e* 4+ 10cost + 4.
Hieruit volgt : A=1,B=1,C=-3en D =2. Dus:
y(t) = te®t + cost — 3sint + 2 + cret + coe?t

en
Y (t) = (2t + 1)e* —sint — 3cost + cie’ + 2cpe™.

Uit de beginvoorwaarden y(0) =5 en 3/(0) = 0 volgt dan :
c1+cog=2

— 61:1 en 62:0.
Cl+262:2

De oplossing is dus : y(t) = te? + cost — 3sint + 2(1 + et).

maandag 20 december 1999
De karakteristicke vergelijking is : 72 +1 = 0. Dus : y,(t) = cicost + casint. We
gebruiken nu de methode van variatie van constanten (zie : § 3.7) :

y(t) = ui(t) cost + ua(t) sint.



13.

Differentiéren geeft :

y'(t) = v} (t) cost + uh(t) sint —uq (t) sint + ua(t) cost

=0

en
Y (t) = —u) (t) sint + ub(t) cost — uy(t) cost — ug(t) sint.

Invullen geeft dan
—uf () sint 4 uh(t) cost = 6sint.
Dus :
u) () cost + ubh(t)sint =0
—} (t) sint + ub(t) cost = 6sin® .
Hieruit volgt
u)(t) = —6sin®t en uh(t) = 6sin’tcost,

dus :
u(t) :—6/sin3tdt:6/(1—coszt)dcost:6005t—2c053t+01

en

ua(t) = 6/sin2tcostdt = 6/sin2tdsint = 2sin®t + ¢o.
De oplossing is dus :
y(t) = 6cos’t — 2cost t + 2sin? t + ¢; cost + cosint.
Deze oplossing blijkt ook geschreven te kunnen worden als
y(t) = 2cos?t + 24 ¢ cost + cysint.

Dit betekent dat de (overigens slechte) poging om een particuliere oplossing van de
vorm yp(t) = Acos®>t + Bsin?t te vinden succesvol blijkt te zijn. Men vindt dan :
A=4en B =2 Dus: yy(t) = 4cos’t + 2sin?t = 2cos®>t + 2. Beter is om op te
merken dat 6sin?t = 3 — 3 cos 2t en vervolgens een particuliere oplossing van de vorm
yp(t) = A+ Bcos2t + C'sin 2t te zoeken. Invullen levert dan A =3, B=1en C = 0.
Dus : yp(t) = 3+ cos2t. De oplossing kan dus ook geschreven worden als

y(t) = 3+ cos2t + ¢y cost + cosint.

woensdag 1 maart 2000

De karakteristieke vergelijking is : 72 —4r+4=0 <= (r—2)2=0. Dus: yu(t) =
c1e? 4 cate®. Voor een particuliere oplossing gebruiken we de methode van onbepaalde
coéfficiénten (zie : § 3.6) : y,(t) = At?e* + Bcost + Csint + Dt + E. Dan volgt :
yn(t) = A(2t*+2t)e* — Bsint+C cos t+D en y) (t) = A(4t*+8t42)e* — B cost—C'sint.
Invullen geeft dan :

24e* + (3B — 4C) cost + (4B + 3C) sint 4+ 4Dt — 4D + 4E = 4e* + 25sint + 4t.



14.

15.

Hieruit volgt : A=2, B=4,C=3,D=1en E=1. Dus:
y(t) = 2t%e?" + 4cost + 3sint +t + 1+ ¢ e? + cote®

en
y'(t) = (4% + 4t)e* — 4sint + 3cost + 1 + 2c1e® + co(2t + 1)e*.

Uit de beginvoorwaarden y(0) = 3 en 3/(0) = 0 volgt dan :

61:—2
— 61:—2 en 02:0.
2c1 +cog=—4

De oplossing is dus : y(t) = 2(t? — 1)e? + 4cost + 3sint + ¢ + 1.

woensdag 1 maart 2000
De karakteristieke vergelijking is : 72 +4 = 0. Dus : y(t) = c1 cos 2t + casin2t. Stel
nu : y(t) = ui(t)cos2t 4+ ug(t)sin2t, dan volgt volgens de methode van variatie van
constanten (zie : § 3.7) :

Y (t) = u) (t) cos 2t + uh(t) sin 2t —2uy () sin 2t + 2us(t) cos 2t

=0

en
Y (t) = —2u) (t) sin 2t + 2uf(t) cos 2t — 4uy (t) cost — 4us(t) sint.

Invullen geeft dan
—2u} (t) sin 2t + 2uf(t) cos 2t = 4t.

Dus :
uy (t) cos 2t + uh(t) sin2t = 0
—2u (t) sin 2t + 2uf(t) cos 2t = 4.

Hieruit volgt
uy(t) = —2tsin2t en wuh(t) = 2tcos2t,

dus :
1. 1 .
ui(t) = ) sin2t +tcos2t+c; en wua(t) = 5 €08 2t + tsin 2t + co.
De oplossing is dus :

1 1
y(t) = —5 sin 2t cos 2t + t cos® 2t + B sin 2t cos 2t + t sin® 2t + ¢1 cos 2t + ¢ sin 2t
= t+ c1cos2t+ cosin 2t.

maandag 22 januari 2001

De karakteristieke vergelijking is : 72 —2r+1=0 <= (r—1)2=0. Dus: r =1 (2x).
Dus : yp(t) = cre! + cotel. Stel nu y(t) = ui(t)e! + uz(t)te! (methode van variatie van
constanten), dan volgt :

Y (t) = v (t)e! + uh(t)te +up(t)e! + ua(t)(t + 1)e
=0

10



en
Y (t) = uf(t)e! +ub(t)(t + 1)et +uy(t)e! 4+ ug(t)(t + 1)e'.
t
Invullen geeft dan : u/(t)e! + uh(t)(t + 1)e! = %. Dus :

uf(t)et + uh(t)te! = 0 uj(t) + tuh(t) = 0
; oftewel )
e
GO+ @D = W)+ ) =
Vegen :
1t 0 1t 0 1 0] -1
1 t+1]| 1/t 0 1| 1/t 0 1| 1/t

Hieruit volgt dat u}(t) = —1 en u5(t) = 1/t. Dus : ui(t) = —t + ¢1 en ua(t) = Int + co.
De algemene oplossing is dus : y(t) = —te' +cie' +te! Int+cote! (= te! Int+aret +astet).

11



