Tentamenopgaven over hfdst. 10

1. donderdag 10 april 1997
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het

randwaardeprobleem :

Ut = Uy, 0<T <2, >0
uz(0,t) =0, uzx(2,t)=0, t>0
u(z,0) = (r —1)%, 0<z<2.

2. dinsdag 3 juni 1997
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het

randwaardeprobleem :

Ugx = Utt, 0<ﬂ?<17 t>0
u(0,¢) =0, wu(l,t)=0, t>0
u(z,0) =z(l —z), w(x,00=0, 0<z<Ll

3. maandag 15 juni 1998
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het

randwaardeprobleem :
Upr T Uyy =0, O0<2z<l, O<y<l1
u(z,0) =0, wu(z,1)=0, 0<z<1
u(©,9) =0, ul,y)=y(l-y), 0<y<l
4. donderdag 27 augustus 1998

Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem :

Upr +Uyy =0, 0<2 <2, O0<y<l1
u(z,0) =0, wu(z,l)=z, 0<z<2

up(0,9) =0, uu(2,y) =0, 0<y<L.



5. donderdag 1 juli 1999
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem :

Ut = Ugy, 0<T <2, t>0
uz(0,t) =0, wuy(2,t) =0, t>0
u(z,0)=(r—1)2, 0<x<2.

6. donderdag 6 juli 2000
Beschouw de functie f gedefinieerd door

flx)=z(1—2), 0<z<l1.

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f.
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f.

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

Upy +Uyy =0, O0<z<I, O0<y<2
u(z,0) =0, u(z,2)=z(l-z), 0<z<1

uw(0,y) =0, wu(l,y)=0, 0<y<2

7. vrijdag 1 september 2000
Beschouw de functie f gedefinieerd door

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f.
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f.

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

Qe =uy, 0<x<2, t>0
u(0,t) =0, wu(2,t)=0, t>0

u(z,0) = f(x), w(z,0)=0, 0<z<2.

8. donderdag 2 november 2000
Beschouw de functie f gedefinieerd door




(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f.
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f.

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

Ugr +Uyy =0, 0<2 <4, 0<y<2
u(z,0) =0, wu(z,2)=f(x), 0<zx<A4
u(0,y) =0, u(4,y)=0, 0<y<2.

9. maandag 22 januari 2001
Beschouw de functie f gedefinieerd door

x, 0<zx<m

fz) =

2r —x, w™<ax <27

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f.
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f.

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

Uge = U, O0<ax<2m, t>0
u(0,t) = u(2m,t) =0, t>0
u(z,0) =sinz, w(z,0)= f(z), 0<zx<2m.

10. dinsdag 5 juni 2001
Beschouw de functie f gedefinieerd door

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f.
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f.

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

Qupe =u, 0<z<2m, t>0
u(0,t) = u(2m,t) =0, t>0

u(z,0) = f(z), 0<ax<2m.



Uitwerkingen van de opgaven over hfdst. 10

1. donderdag 10 april 1997

Stel u(x,t) = X(z)T'(t), dan volgt (zie : § 10.5) :

X(2)T'(t) = X"(2)T(t) = = @) =0 (separatieconstante)

en dus

X"(z)—oX(x)=0 en T'(t)—oT(t)=0.

Uit de randvoorwaarden u,(0,t) = 0 en u,(2,t) = 0 voor ¢ > 0 volgt : X’(0) =0 en
X’(2) =0. Dus :

(i)

(i)

(iii)

X'z)—0oX(z)=0, 0<x<2

X'(0)=0, X'(2)=0.

c=0: X"(z) =0 = X(z) = a1z + ag. Dus: X'(z) = a;. Uit X'(0) =0 en
X'(2) = 0 volgt nu dat a; = 0. Dus : 0 = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende
eigenfunctie Xo(xz) = 1. Voor T'(¢) vinden we dan : T'(t) =0 = Tp(t) = 1.
c=X>0: X"(z) - \X(z) =0 = X(x) = bycosh Az + bysinh Az. Dus :
X'(z) = Aby sinh Az + Abg cosh Az. Uit X'(0) = 0 volgt nu: Abg =0 = by =0,
want A # 0. Dus : X'(z) = Abysinh Az. Uit X'(2) = 0 volgt nu : Aby sinh 2\ =
0 = b; =0, want Asinh 2\ # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.
o=-X<0: X"(x)+XX(z) =0 = X(x) = c1cos\x + czsin \z. Dus :
X'(z) = —Aersin Ax + Aeg cos Az. Uit X/(0) = 0 volgt nu : deg =0 = ¢5 =0,
want A # 0. Dus : X'(z) = —A¢p sin Az. Uit X'(2) = 0 volgt nu : —Acy sin2X = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin2A =0 =— 2\=nm oftewel A:%, n=1,2,3,....

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

On =\ = — T =123
met bijbehorende eigenfuncties
X () :cosnzﬂ, n=123,

Voor T'(t) vinden we dan

T(t)—0,T(t) =0 = T,(t)=e 1, n=1,23,....

Dus :



Uit de beginvoorwaarde u(x,0) = (x — 1)? voor 0 < x < 2 volgt nu
¢ > nma
0
§+ZICnCOST = (x—1)2, 0<x<2.
-

Dit is een Fouriercosinusreeks (zie : § 10.4), dus :

2 (2 1 2 2
00:—/($—1)2d33:—(33—1)3 ==
2 Jo 3 o 3
en voor n =1,2,3,...
2 [? 2 [?
cn = —/ ($—1)2008—nwxd:v:— (x—1)2dsin—mm
2 0 2 nm Jo 2
2 2 4 7 8 [?
= —(m—l)Qsin@ / (x—l)sinmmdx: 5 2/ (x—l)dcos@
nmw 2 lo nm)jy 2 n*ms Jo 2

8 2 8 [? 8
= (x—l)coszﬂ ——/0 cosngmd:c 14+ (=1)"].

4
Cok—1 = 0 en Cof = k272’ k= 172737
De oplossing is dus :
1 431
u(z,t) = 3 + = Z ﬁefk% tcos kma
T

. dinsdag 3 juni 1997
Stel u(z,t) = X (x)T'(t), dan volgt (zie : § 10.5) :

" . 1" X”(x) o T”(t) o .
X" (2)T(t) = X(=)T"(t) = X@) T =0 (separatieconstante)

en dus
X"(z) —oX(x)=0 en T"(t)—oT(t)=0.
Uit de randvoorwaarden u(0,t) = 0 en u(1,t) = 0 voor t > 0 volgt : X(0) = 0 en

X(1) = 0. En uit de beginvoorwaarde us(x,0) = 0 voor 0 < z < 1 volgt : 7(0) = 0.

Dus :
X'z)—0oX(z)=0, 0<zx<l1

X(0)=0, X(1)=0.
(i)o=0: X"(z) =0 = X(z) = a1z + ay. Uit X(0) = X(1) = 0 volgt nu dat

a1 = as =0. Dus : 0 =0 is geen eigenwaarde.

(i) 0 = A2 > 0: X"(x) - NM2X(z) =0 = X(x) = bjcosh Az + bysinh \z. Uit
X(0) =0 volgt nu: by = 0. Dus: X(z) = bysinh Az. Uit X (1) = 0 volgt nu :
besinh A =0 = by =0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.



(iii) 0 = =A2 < 0: X"(z) + N2X(2) = 0 = X(z) = c1cos\x + cosin\z. Uit
X(0) =0volgt nu: ¢; =0. Dus: X(z) = cgsinAz. Uit X (1) = 0 volgt nu :
cesin A = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinA=0 = A=nm, n=123,....
Er zijn dus negatieve eigenwaarden :
Op = f)\% =-n’r?, n=1,23,...
met bijbehorende eigenfuncties
Xp(z) =sinnrz, n=1,23,....
Voor T'(t) vinden we dan

T"(t) — 0, T(t) =0 == Tp,(t) =cycosnnt+kysinnrt, n=1,23,....

Hieruit volgt : 7"(t) = —nmwe, cosnnt + nwky, cosnwt. Uit de voorwaarde 77(0) = 0
volgt dan nnk, =0 = k, =0voor n=1,2,3,.... Dus:

oo
u(z,t) = E ¢p cosnt sinnw.

n=1
Uit de beginvoorwaarde u(z,0) = (1 — z) voor 0 < x < 1 volgt nu
oo
chsinnmc =z(l—z), 0<z<1.
n=1

Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus :

1 1
2
cn = 2/ (1l —z)sinnrexder = — | (1l —x)dcosnnx
0 nm Jo
2 12t
= ——:v(l—x)cosmrx‘ +—/ (1 —2x) cosnmzx dr
nm 0o nm
2 1 2 1 4 1
= 7%271'2/0 (12x)dsinnﬂ'x:nQﬂ_2(12:U)sinn7m:‘0+nz7r2/0 sinnmz dr
4 ‘1 Lo 1,2,3
= cosnmr| =——=[1—(=1)"], n=1,2,3,....
n3m3 0o ndm3
Hieruit volgt :
0 e 8 k=1,2,3
Cok = n Cofl = s =
2k 2k—1 (2]@—1)371'3’ ) Sy 9y

De oplossing is dus :

8 = cos(2k — 1)7t sin(2k — 1) 7z
u(:v,t):—z ( (;k‘—l)(?’ ) .



3. maandag 15 juni 1998
Stel u(z,y) = X(z)Y (y), dan volgt (zie : § 10.5) :

" " _ XH($) _ Y”(y)
X"(@)Y(y) + X(@)Y"(y) =0 = X(z)  Y(y)

= o (separatieconstante)

en dus
X'x)—0X(x)=0 en Y"(y)+oY(y)=0.

Uit de randvoorwaarden u(z,0) = 0 en u(z,1) = 0 voor 0 < x < 1 volgt : Y(0) =0
en Y (1) = 0. En uit de randvoorwaarde u(0,y) = 0 voor 0 < y < 1 volgt : X (0) = 0.

Dus :
Y'(y)+oY(y)=0, 0<y<l

Y(0)=0, Y(1)=0.

i) o=0:Y"(y) =0 = Y(y) = a1y + az. Uit Y(0) = Y (1) = 0 volgt nu dat
a1 = ag2 = 0. Dus : ¢ =0 is geen eigenwaarde.

(i) o= =A2<0: Y"'(y) =AY (y) =0 = Y(y) = bycosh Ay + bysinh \y. Uit
Y(0) = 0 volgt nu : by = 0. Dus : Y(y) = bysinh A\y. Uit Y(1) = 0 volgt nu :
bosinh A =0 = by =0, want A # 0. Er zijn dus geen negatieve eigenwaarden.

(iii) o =22 >0: Y"(y) + \2Y(y) =0 = Y (y) = c1cos \y + cosin \y. Uit Y(0) =0
volgt nu : ¢ = 0. Dus: Y(y) = casin\y. Uit Y (1) = 0 volgt nu : casin A = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinA=0 = A=nm, n=123....

Er zijn dus positieve eigenwaarden :

met bijbehorende eigenfuncties
Yo(y) =sinnmy, n=1,23,....
Voor X (z) vinden we dan
X"x)—0,X(x) =0 = X,(z)=cpcoshnrz+d,sinhnrz, n=123,....

Met de voorwaarde X (0) =0 volgt nu : ¢, =0 voor n=1,2,3,.... Dus:

oo
u(z,y) = Z d,, sinh nrx sin nmy.

n=1

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(1,y) = y(1 —y) voor 0 <y < 1:

o0
Zdnsinhmr sinnry =y(l—y), 0<y<L1.

n=1



Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus :

dpsinhnr =

1 1
2
2/ y(l—y)sinnwydy:——/ y(1 —y)dcosnmy
0 nm Jo

2 o2
——y(1 —y)cos mry’ + — / (1 —2y) cosnmy dy
nm 0o n7mJy

2

1
) /0 (1 —2y)dsinnmy

21— 2)si ‘1+ ! /1 innmy d
—— (1 — 2y)sinnw —— [ sinnm
n?m?2 Y Yo ™ n2ne 0 v

1 4
- n3mw3 COSTLﬂ'y‘O: n3m3 [1_(_1)n}’ n:17273,....
Hieruit volgt :
do, =0 en d __ 8 k=193
2k — 2]671*(2]{:_1)371_37 — 1y 4,9,....

De oplossing is dus :

Z sinh(2k — 1)7x sin(2k — 1)y
T (2k — 1)3sinh(2k — 1)7

. donderdag 27 augustus 1998

Stel u(z,y) = X(2)Y (y), dan volgt (zie : § 10.5) :
X"@)Y(y)+ X(x)Y"(y) =0 = jil(%) = _5;/((5)) = o0 (separatieconstante)
en dus

X"(z) —oX(x)=0 en Y"(y)+oY(y)=0.

Uit de randvoorwaarde u(z,0) = 0 voor 0 < z < 2 volgt : Y(0) = 0. Verder volgt uit de
randvoorwaarden u,(0,y) = 0 en ug(2,y) =0 voor 0 <y <1: X'(0) =0en X'(2) =0.
Dus :

X'z)—0oX(z)=0, 0<x<2

X'(0)=0, X'(2)=0.

i)o=0: X"(z) =0 = X(z) = ez +ag. Dus: X'(z) = a;. Uit X'(0) =
X'(2) = 0 volgt nu dat a; = 0. Dus : 0 = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende
eigenfunctie Xo(xz) = 1. Voor Y(y) vinden we dan : Y"(y) = 0 = Y(y) =
d1y + d2. Met de voorwaarde Y (0) = 0 vinden we dus : Yy(y) = v.

c=X>0: X"(z) - \X(z) =0 = X(x) = bycosh Az + bysinh Az. Dus :
X'(z) = Aby sinh Az + Abg cosh Az. Uit X'(0) = 0 volgt nu: \be =0 = by =0,

(i)

want A # 0. Dus :

X'(x) = Abysinh Az. Uit X'(2) = 0 volgt nu : Ab; sinh 2\ =

0 = b; =0, want Asinh 2\ # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.



(iii) 0 = =A2 < 0: X"(z) + \2X(2) =0 = X(x) = c1cos\x + czsin Az. Dus :
X'(x) = =Aersin Az + Aegcos Az. Uit X/(0) =0 volgt nu: Aca =0 = 2 =0,
want A # 0. Dus : X'(z) = —Ae¢y sin Az, Uit X'(2) = 0 volgt nu : —\¢g sin2)\ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin2A =0 =—> 2\ =nm oftewel )\:%, n=1,2,3,....

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

met bijbehorende eigenfuncties
Xn(x) = cos?, n=1,2,3,....

Voor Y (y) vinden we dan : Y (y) + 0,Y (y) = 0 voor 0 < y < 1 met Y (0) = 0.

Hieruit volgt :

Yn(y)zsinh%, n=1,23,....

Dus :

nmy
u(x, =—y+chcos—s hT

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(z,1) = x voor 0 < z < 2:

+chs1nh—cosn—72m:x, 0<x<2.

Dit is een Fouriercosinusreeks (zie : § 10.4), dus :

2 [? 1 52
CO:E/ xdx:§:n2‘0:2
0

en
2 [? 2 [?
cnsmhn—7r = —/ xcos—mmdx:— xdsin—n x
2 2 Jo 2 nw Jo
2 nwx |2 2/2 nwx
= —zsin——1| — — sin — dx
nmw 2 lo nm )/
4 nmw |2 4
= Seos | = [ - 1), n=123
Hieruit volgt :
cor =0 en c = 8 k=1,2,3
2k — 2k—1 — (2]€—1)27T27 — Ly4y 9y

De oplossing is dus :

8 = cos(k — 3)mz sinh(k — $)my
uz,y) =y - le (2k — 1)2sinh(k — $)m



5. donderdag 1 juli 1999
Stel u(z,t) = X (x)T'(t), dan volgt (zie : § 10.5 en vergelijk met opgave 1) :

JoN N T/(t) _ X”(x) _ .
X(@)T'(t) = X" ()T (t) = W -~ X@) =0 (separatieconstante)

en dus
X"(z)—oX(x)=0 en T'(t)—oT(t)=0.
Uit de randvoorwaarden u,(0,t) = 0 en u,(2,t) = 0 voor ¢ > 0 volgt : X’(0) = 0 en
X'(2) =0. Dus :
X'z)—0oX(z)=0, 0<x<2

X'(0)=0, X'(2)=0.

(i)o=0: X"(x) =0 = X(z) = a1z + az. Dus: X'(z) = a;. Uit X'(0) =
X'(2) = 0 volgt nu dat a; = 0. Dus : 0 = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende
eigenfunctie Xo(xz) = 1. Voor T'(¢) vinden we dan : T'(t) =0 = Tp(t) = 1.

(i) e =X >0: X"(z) = \>X(z) =0 = X(z) = bycosh Az + bgsinh A\z. Dus :
X'(x) = by sinh Az + Abg cosh Adz. Uit X’(0) = 0 volgt nu : \bg =0 = by =0,
want A # 0. Dus : X'(z) = Abysinh Az. Uit X'(2) = 0 volgt nu : A\b; sinh 2\ =
0 = by =0, want Asinh 2\ # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(iii) o0 = =A2 < 0: X"(z) + \2X(2) =0 = X(x) = c1cos\x + cgsin Az. Dus :
X'(x) = =Aersin A\x 4+ Aegcos Az. Uit X/(0) =0 volgt nu: Aca =0 = 2 =0,
want A # 0. Dus : X'(z) = —Ac¢y sin Az, Uit X/(2) = 0 volgt nu : —\¢j sin2)\ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin2A =0 = 2\ =nn oftewel )\:%, n=123,....

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

op=-N =" =123,
4
met bijbehorende eigenfuncties
Xp(x) = cos n;’_m, n=123,

Voor T'(t) vinden we dan

T(t)—0,T(t) =0 = Ty(t)=e 1, n=1,23,....

Dus :

Co > _n2x2¢ nmwx
u(z,t) = -5 1 E Cne” 1 cos .
n=1

Uit de beginvoorwaarde u(x,0) = (z — 1) voor 0 < x < 2 volgt nu

oo
%0—1—;%005”—7;6—(36—1)2, 0<z<2.

10



Dit is een Fouriercosinusreeks (zie : § 10.4), dus :

2 [? 1 2 2
== —1)?de=-(z—1)?3 =2
“ 2/0(x Jlde=gle =17 =3
envoorn=1,23,...
2 [? 2 [?
n = —/ (x—1)2cos—mmdx:— (x—1)2dsin—mm
2 0 2 nm Jo 2
2 9 . NI |2 4 2 . nmx 8 2
= %(m—l) smTO—E/O(x—l)sm 5 dx:nzwz/o(a:—l)
8 nmwx |2 8 2 nmwT 8
= —n27r2(a:—1)cos—2 0_—n2772/0 cos — da::n27r2 1+ (-=1)"].
Hieruit volgt :
4
k-1 =0 en co = m: k=1,2,3,

De oplossing is dus :

6. donderdag 6 juli 2000

(a) De Fouriercosinusreeks van f is

oo
flz) = %—FZancosnmv, 0<z<1

n=1

1 1 )
ao—2/0 f(x)dx—?/o x(l—x)dx:(xz_gx) =3

envoorn=1,23,...

2 a1
0

1 1
an = 2/ f(x)cosnmzdr = 2/ (1 — z) cosnrx dx
0 0

9 1
= — [ z(1—=z)dsinnrx
nm Jo

1

2 2 !
= —z(l—1x) sinmm:‘ - —/ (1 —2x)sinnrz dz
0

nm 0 nmw

2

9 1
= — 1—2z)d
33 /0 ( x)dcosnmx
2 1-2 ' i 1 d
= W( - :c)cosmm?’o+m/o cosnmx dx
2 4
_ +1 .
= 2 (D)™ —1] + 33 sinnmz

11

_ [(71)n+1 o

n2m?

nmwT
dcos —

1].



Hieruit volgt :

1
CLQk_l:O en GQkZ*W, ]’C:].,2,3,...
en dus :
1 11
flx) = 5 PZECOSQkﬂx, 0<zx<1
k=1

De Fouriersinusreeks van f is

oo

flx) = ansmmr:v, 0<z<1
n=1

met

1 1
b, = 2/ f(z)sinnra dx = 2/ z(1 — x) sinnmzx dz
0 0

) 1
= — [ xz(1—xz)dcosnrx
nm Jo
2 12
= ——x(l—x)cosmm‘ +—/ (1 —2x) cosnmx dx
nm 0 nm Jo
2

1
= / (1 —2x)dsinnrz

n2r? J,
1 4 1
= ——=(1—2z)sin nmf;‘ —_ sinnrz dx
n272( ) 0 + 22 /0
4 1 4 .
= o peosnma] = (1 ()", n=1,2.3,..

Hieruit volgt :

8
oy = bkt = = k=1,2,3,...
or =0 en bop_1 2k — 19378 , 2,3,
en dus :
8 1 ,

Stel u(z,y) = X(z)Y (y), dan volgt (zie : § 10.5) :

XM@Y () + X@Y'() =0 = @ _ Y

X@) Y K

en dus
X'x)—0X(x)=0 en Y"(y)+oY(y)=0.
Uit de randvoorwaarde u(x,0) = 0 voor 0 < z < 1 volgt : Y(0) = 0. Verder volgt
uit de randvoorwaarden u(0,y) = 0 en u(l,y) =0 voor 0 <y < 2: X(0) =0 en
X (1) =0. Dus :
X"z)—0oX(x)=0, 0<z<1



(i) o=0: X"(z) =0 = X(z) = a1z + az. Uit X(0) =0 en X(1) = 0 volgt
nu dat a; = a2 = 0. Dus : 0 =0 is geen eigenwaarde.

(i) e =A2>0: X"(z) = A2X(z) =0 = X(x) = by cosh Az + by sinh Az. Uit

X(0) = 0 volgt nu : by = 0. Dus : X(z) = basinh Az. Uit X (1) = 0 volgt

u: bysinhA =0 = by =0, want sinh A # 0. Er zijn dus geen positieve

eigenwaarden.

(iii) o = =A2 < 0: X"(2) + N2X(x) =0 = X(x) = ci1cos\z + cgsin \z. Uit

X(0) =0 volgt nu: ¢; =0. Dus: X(z) = casinAz. Uit X (1) = 0 volgt nu :
casin A = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinA=0 = A=nm, n=12,3,....
Er zijn dus negatieve eigenwaarden :
= 7)\721 = —n27T2, n=123,...
met bijbehorende eigenfuncties
Xp(x) =sinnrz, n=1,23,....

Voor Y (y) vinden we dan : Y (y)+0,Y (y) = 0 voor 0 < y < 2 met Y (0) = 0.
Hieruit volgt :
Y,(y) =sinhnry, n=1,23,....

Dus :
o0
u(z,y) = Z ¢p sin nre sinh nary.
n=1
Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(z,2) = (1l —x) voor 0 <z <1:

[e.e]
ch sinh2n7 sinnrer =2(l —z), 0<z<1.

n=1
Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus met behulp van (b) volgt :

4

n3m3

cpsinh 2nm = b, = 1-(-1)", n=123,....

Hieruit volgt :

8
-0 = Bl
Cok en - C2k-1 (2k — 1)373 sinh(4k — 2)7’ o

De oplossing is dus :

o0

8 n(2k — 1)mz sinh(2k — 1)y
=5y
k=1

(2k — 1)3 sinh(4k — 2)7

13



. vrijdag 1 september 2000

(a) De Fouriercosinusreeks van f is
nmwx
—i—Zancos—, 0<x <2

met

22d1d 226112121221
—5/0 f(z) LL‘—/Ox x—i—/l( — ) x—gx ’0—}-(3:—53;)1_

envoorn=1,2,3, ...

1 2
anp = /f coswdaz—/ xcos%dw—k/@—az)msn—;mdx
0 1

9 2
= — x dsin nre 4+ — (2 —x)dsin nry
nw Jo 2 nw Jy 2

2 . nmx |l 2 1 nmwx
sin — dx
nmw 2 lo nm ) 2

3 —— cos — ——cos
nm 2 n2m? 2 lo nw 2 n2m? 2

4 nm
W |:2C057 -1 (—1)n:| .

T nmw
cos——l—cosmr—l—cos? =

Hieruit volgt :

2
azo1 =0 en ay = [(-1)’“- 1} L k=1,2,3,...
v
en dus :
1 2 &
f(z 5 W—Z cosk:mc, 0<z<1.
k=1
(b) De Fouriersinusreeks van f is
> nwr
f(z) = ansmT, 0<z<1

met

2
b, = /f sm—d /xsm%dm—i—/@—x)sinm;—xda:
1

2
nwx 2 nmwT
= —— :cdcos——— (2 —x)dcos —
nw Jo 2 nmw Jy 2
2 nrx |l 2 1 nmwT
= ——1xcos——| +— cos — dx
nm 2 lo nm )y



nmw 1 nmw

2 nmw + 4 nrx |l n 2 nmw 4 nmwx |2
= ——cos sin — CcOS —

s 2 2772 2 nmw 2 22 2

4 | nm n 4 nm 8 . nmw 193
= sin si = sin—, n=

n2m? 2 272 2 272 2’ T
Hieruit volgt :
8(—1)k
kaZO en bzk_lz ( ) ]{521,2,3,...

(2k —1)272’

en dus :

© 1)k
f(x)—%Zﬁsin(k—%)mc, 0<z<1.
k=1

(c) Stel u(z,t) = X (x)T'(t), dan volgt (zie : § 10.5) :

X"(z)  1T"(t)
X(z) 4T

AX"(2)T(t) = X (2)T"(t) = —s€eR

en dus

X"(z) —0X(x)=0 en T"(t)—40T(t)=0.

Uit de randvoorwaarden u(0,¢) = 0 en u(2,t) = 0 voor ¢ > 0 volgt : X(0) =0
en X (2) = 0. Verder volgt uit de randvoorwaarde u;(z,0) = 0 voor 0 < z < 2 :
T'(0) = 0. Dus :

(i)
(i)

(iii)

X"(z)—oX(x)=0, 0<z<2

X(0)=0, X(2)=0.

c=0: X"(z) =0 = X(z) = a1z + az. Uit X(0) = 0 en X(2) = 0 volgt
nu dat a; = ag = 0. Dus : 0 =0 is geen eigenwaarde.

oc=X>0: X"(z) - NX(z) =0 = X(x) = by cosh Az + bgsinh \z. Uit
X(0) = 0 volgt nu : by = 0. Dus : X(z) = bysinh Az. Uit X(2) = 0 volgt
nu : besinh2A =0 = by = 0, want sinh 2\ # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

c=-X<0: X"(z)+XX(z)=0 = X(z) = cicos \x + cysin \z. Uit
X(0) =0volgt nu: ¢; =0. Dus : X(z) = cgsinAz. Uit X(2) = 0 volgt nu :
cosin 2X\ = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

nm

sin2A=0 = 2X=nnw oftewel )= =0 n=12,3,....
Er zijn dus negatieve eigenwaarden :
2,2
on=-N=-"T =123,
4
met bijbehorende eigenfuncties
Xn(z) = Sin?, n=123,....

15



Voor T'(t) vinden we dan : T"(t) — 40, T(t) = 0 oftewel T"(t) + n*72T(t) = 0
voor t > 0 met 77(0) = 0. Hieruit volgt :

Tn(t) = cpcosnnt + k,sinnwt = T'(t) = —nnc, sinnwt + nrk, cos nwt

voor n = 1,2,3,.... Uit T77(0) = 0 volgt dan : nwk, = 0 en dus k, = 0 voor
n=1,2,3,...

Dus :

oo
nwx
u(z,t) = Z ¢n cosnmt sin %

n=1

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(x,0) = f(x) voor 0 <z < 2:

o0
chsianﬂ =f(z), 0<zx<2.
n=1

Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus met behulp van (b) volgt :

8§ . nmw
cn:bnzman?, n:1,2,3,....
Hieruit volgt :
8(—1)*
CQkZO en CQk_lzﬁ, k:1,2,3,....

De oplossing is dus :

o 1\k
u(x,t) = % Z ﬁ cos(2k — 1)mt sin(k — %)mv
k=1

. donderdag 2 november 2000

oo
(a) f(z) = % +;ancos% met

en

2 4 1 [? 2 22
an:Z/ f(x)cos@dx:—/ cos@dx:—sinwoz—sinﬂ
0 0

4 2 4 nm 4 nmw 2
voorn=1,2,3,.... Dus:
1 2&sin® amr 1 2= (=)t (2k— D)7
f@)=g+ 22 e =g ) S eos

16



Dus :

(c) Stel

Dus :

n=1
2 (4 1 [?
b, = 1]/, f(:z)sin%dx:§/0 sm%dw
2 2 2
= ——c @‘ :—[1—cos—ﬂ], =1,2,3,
nmw 4 lo nm 2
2 =1l—cos™  nrx
f@)_;nzl - sin —

u(z,y) = X(2)Y (y), dan volgt : X" ()Y (y) + X (2)Y"(y) = 0 en dus :

X'(z) __Y"(y)
X(x) Y(y)

X"xz)—oX(z) =0en Y"(y) + oY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt :

=0 (separatieconstante).

Y (0) =0, X(0) =0 en X(4) = 0. Beschouw dus eerst :

i.

ii.

iii.

{X”(iv) oX(x) =
X(0) X(4)

Voor 0 = 0 vinden we : X”(z) = 0. Dus: X(z) = a1z + ag. Uit X(0) =
X (4) =0 volgt dan a3 = a2 = 0. Dus : o = 0 is geen eigenwaarde.

Stel o = A? > 0, dan volgt : X”(z) — A\2X (x) = 0 en dus X (x) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (4) = 0 volgt vervolgens
dat besinh4\ = 0. Dus : by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

Stel 0 = —A\? < 0, dan volgt : X”(z) + A2X(x) = 0 en dus X (z) = ¢1 cos Az +
casin Azx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X (4) = 0 volgt vervolgens
dat cosin4A = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin4\ =0 =

0 O<xr<4

dN=mnm, n=1,23,... oftewel A\ = “F, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve
eigenwaarden :
2,2
n°m
=—— =1,2,3,...
O’n 16 ) n ) ) )

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x):sin$, n=123,....

Voor Y (y) vinden we

{ Y'(y)+oY(y) =0, 0<y<2
Y(0) = 0.

Hieruit volgt :

Yn(y):sinh%, n=123....

17



Dus :

chsm—s1 h%

Tenslotte :

u(z,2) = f(z) <= chsmh—sng—x = f(x).

Dit is een Fouriersinusreeks voor f, dus met onderdeel (b) vinden we nu :
cnsmh / f(z sm—dac——{l—cos%], n=1,23,....

De oplossing is dus :

1 — cos 2& sin nTr . . nmy
u(z,y) = — Z  sinh 22 sinh .

o0 [e.e]

(a) f(m):%+2ancos%:%+zancos% met
n=1 n=1
9 2 1 ™ 1 2m
ag = — f(x)da::—/ xdx+—/ (21 — ) dx
2m 0 ™ Jo ™ Jr
111 7 1 2m 11 1
= ;[§x20+(2ﬂx—§x2)ﬂ]:;[§7r2+47r2—27r2—27r2+§7r2}:7r

envoorn=1,2,3,...

) 2w 1 ™ 1 2m
ap = flx )cosﬁdfv:—/ wcos@dx+—/ (27T—x)cos%dx
2 2 T Jo 2 T ) 2
2 [T nx 2 [ nx
- = dsin — 4+ = o — ) dsin %
A zdsin — + mr/ (27 — x) dsin 5
2 nem 2 [T nx
= —zrsin—| — — sin — dx
nmw 210 nm )
2 nx|2t 2 [T
— (27 — — — in—d
+mT(7T x)st _ +n7r sin —- d
2 . n7r+ 4 nr|™ 2 . nw 4 nx |27
= —sin—+4+ ——cos—| — —sin— — ——cos —
n 2 nir 0 n 2 n2r 2 I
4 4
= m{cos%—l—cosmr%—cos%]: o [QCOS%—I—(—lyl].
> T
(b) f(x):ansin?:ansm met
n=1 =
2 21 1 ™ 1 27
b, = — f(:c)sin@dxz—/ xsinﬂdx—f——/ (27r—x)sin@d:z
27 Jo 2 ™ Jo 2 T Jr 2

18



2 g ny 2 2m ny

= —— xdcos — — — (2m — x) dcos —
nw Jo 2 nw S 2
2 ne | 2 & nT
= ——xcos—| + — cos — dx
210 nmJ 2
9 o 9 2
——(277—:1:)(:08@ - — cos — dx
nmw w nw ). 2
2cosmr+ 4 i nwﬂ+2cosn7r 4 . ng |2
= —— — 4+ ——sin — — — — ——sin —
n 2 n2 210 n 2 n2m 2 Ir
4 n n 8 n
= o [Sing—O—sinnTr—l—sin%} = —nzﬁsing, n=1,2,3,....

(c) Stel dat u(z,t) = X(z)T(t), dan volgt : X"(x)T'(t) = X(x)T"(t). Delen door
X(z)T'(t) geeft nu

X”(l‘) _ T”(t)

X(z) T

= o (separatieconstante)

endus: X"(z)—oX(x) =0en T"(t) — cT(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt
dat X (0) = X(27) = 0. Beschouw dus eerst

X'x)—0oX(z)=0, 0<z<2m

X(0)=0, X(2r)=0.

iL.o=0: X"2)=0 = X(z) =aj + asz. Met X(0) = X(27) = 0 volgt dan
dat a1 = a9 = 0.

ii. 0 =A2>0: X"(z) - A°X(z) =0 = X(x) = b cosh Az + by sinh Az. Uit
X(0) = 0 volgt dat by = 0. Uit X(27) = 0 volgt dan dat bysinh27A = 0.
Hieruit volgt dat by = 0, want 27\ # 0.

iii. 0 = A2 <0: X"(2) + XX(z) =0 = X(x) = cicos Az + cosin \z. Uit
X(0) = 0 volgt dat ¢; = 0. Uit X(27) = 0 volgt dan dat casin27A = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als 2w A = nw oftewel A = g voor n =

1,2,3,.... De eigenfuncties zijn : X, (z) = sin %, n=123,....
Voor T'(t) vinden we nu

t t
Tn(t):cncos%—l—krnsin%, n=1223,....

Dus :

o0
t t
u(x,t) = Z sin % [cn cos % + kp sin %] .

oo
nx
Uit u(z,0) = sinz volgt nu : chsin7 =sinzendus: co=1enc, =0
n=1

voor n = 1,3,4,.... Verder volgt

. nx n .ont n nt
ug(x,t) = sin — —icn&n?%—?kncos? .



Uit a¢(x,0) = f(x) volgt dan : ngn sian—w = f(x). Met behulp van
n=1

onderdeel (b) vinden we

8 16
gn:TsinT;—x :}kn:TSinn;’n:17273’....
nem nem

De oplossing is dus :

16 <X sin ¢ nT nt
u(x,t) =sinzcost + — 2 gin — sin —.
(@.?) + T nzl n3 2 2

10. dinsdag 5 juni 2001

D o
a nmwT a nr
(a) f(w) = ?0 —i—nglancos? = 70 —l—nz:lancos? met

2 [ 1" 1
ag = — f(x)da::—/ (7T—£l?)d$=§7'l’
0

2 Jq s
en
9 2m 1 s
an, = — f(x)cos@da::—/ (W—JI)COS@CL’L‘
2 0 2 m™Jo 2
2 (7 2 ™ 2 [T
= — (ﬂ—x)dsin@:—(ﬂ—x)sin@ —|——/ sin = dx
nw Jo 2 nmw 210 nm )y 2
4 nw T 4 nmw
= —mc 87 :m[l—COST], n:1,2,3,....
> nmw
(b) f(a:)—zbnsinﬁ—ansm—met
n=1 n—=
o= o [T ar=! (e
= — x)sin —dr = — T —x)sin — dx
" 2T 0 2 ™ Jo
2 T 2 ™ 2 ™
= —— (77—:U)c1lcos—%:——(7r—ac)cosE — 2 cos Mgy
nT Jo nm 2lo nm )y
2 4 nzt 2 4
= E—Esm 5 O:E—ﬁsm 5 n=12,3,....

(c) Stel dat u(x,t) = X(x)T'(t), dan volgt : 4X"(x)T(t) = X (x)T'(t). Delen door
4X (x)T(t) geeft nu
X"x) 1T'(t)
X(z) 4T(@)
endus: X"(z)—oX(z) =0en T'(t) —40T(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt
dat X (0) = X(27) = 0. Beschouw dus eerst

= o (separatieconstante)

X'"z)—oX(z)=0, 0<ax<2rm

X(0)=0, X(27)=0.
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i.

ii.

iii.

c=0: X"(z) =0 = X(z) = a1 + agxz. Met X(0) = X(27) = 0 volgt dan
dat a1 = a9 = 0.

oc=X>0: X"(x) - NX(z) =0 = X(x) = by cosh Az + by sinh \z. Uit
X (0) = 0 volgt dat by = 0. Uit X(27) = 0 volgt dan dat bysinh27A = 0.
Hieruit volgt dat bs = 0, want 2w\ # 0.

c=-X<0: X"2)+NX(x) =0 = X(x) = cicos\x + czsin Az. Uit
X(0) = 0 volgt dat ¢; = 0. Uit X(2w) = 0 volgt dan dat cpsin27A = 0.

Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als 2w A = nw oftewel A = g voor n =
nx
1,2,3,.... De eigenfuncties zijn : X, (z) = sin 5 = 1,2,3,....

Voor T(t) vinden we nu Tp,(t) = cpe™™f, n=1,2,3,.... Dus :

E cne” sm —

Uit u(x,0) = f(z) volgt nu : ch sm? = f(z) en dus (met behulp van
n=1
onderdeel (b)) :
2 4
Ccn = by E—Esm 5 n=1,2,3
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