
Tentamenopgaven over hfdst. 10

1. donderdag 10 april 1997
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem : 

ut = uxx, 0 < x < 2, t > 0

ux(0, t) = 0, ux(2, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = (x− 1)2, 0 ≤ x ≤ 2.

2. dinsdag 3 juni 1997
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem :

uxx = utt, 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = x(1− x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

3. maandag 15 juni 1998
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem :

uxx + uyy = 0, 0 < x < 1, 0 < y < 1

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0, 0 ≤ x ≤ 1

u(0, y) = 0, u(1, y) = y(1− y), 0 ≤ y ≤ 1.

4. donderdag 27 augustus 1998
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem :

uxx + uyy = 0, 0 < x < 2, 0 < y < 1

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x, 0 ≤ x ≤ 2

ux(0, y) = 0, ux(2, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1.
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5. donderdag 1 juli 1999
Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van het
randwaardeprobleem : 

ut = uxx, 0 < x < 2, t > 0

ux(0, t) = 0, ux(2, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = (x− 1)2, 0 ≤ x ≤ 2.

6. donderdag 6 juli 2000
Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) = x(1− x), 0 ≤ x ≤ 1.

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f .
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f .
(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van

het randwaardeprobleem :
uxx + uyy = 0, 0 < x < 1, 0 < y < 2

u(x, 0) = 0, u(x, 2) = x(1− x), 0 ≤ x ≤ 1

u(0, y) = 0, u(1, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 2.

7. vrijdag 1 september 2000
Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1

2− x, 1 ≤ x ≤ 2.

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f .
(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f .
(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van

het randwaardeprobleem :
4uxx = utt, 0 < x < 2, t > 0

u(0, t) = 0, u(2, t) = 0, t ≥ 0

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 2.

8. donderdag 2 november 2000
Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) =


1, 0 ≤ x < 2

0, 2 ≤ x ≤ 4.
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(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f .

(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f .

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

uxx + uyy = 0, 0 < x < 4, 0 < y < 2

u(x, 0) = 0, u(x, 2) = f(x), 0 ≤ x ≤ 4

u(0, y) = 0, u(4, y) = 0, 0 < y < 2.

9. maandag 22 januari 2001
Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) =


x, 0 ≤ x < π

2π − x, π ≤ x ≤ 2π.

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f .

(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f .

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

uxx = utt, 0 < x < 2π, t > 0

u(0, t) = u(2π, t) = 0, t ≥ 0

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 2π.

10. dinsdag 5 juni 2001
Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) =


π − x, 0 ≤ x < π

0, π ≤ x ≤ 2π.

(a) Bereken de Fouriercosinusreeks van f .

(b) Bereken de Fouriersinusreeks van f .

(c) Bepaal met behulp van de methode van scheiden van variabelen de oplossing van
het randwaardeprobleem :

4uxx = ut, 0 < x < 2π, t > 0

u(0, t) = u(2π, t) = 0, t ≥ 0

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 2π.
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Uitwerkingen van de opgaven over hfdst. 10

1. donderdag 10 april 1997
Stel u(x, t) = X(x)T (t), dan volgt (zie : § 10.5) :

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t) =⇒ T ′(t)
T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

= σ (separatieconstante)

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en T ′(t)− σT (t) = 0.

Uit de randvoorwaarden ux(0, t) = 0 en ux(2, t) = 0 voor t > 0 volgt : X ′(0) = 0 en
X ′(2) = 0. Dus : 

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2

X ′(0) = 0, X ′(2) = 0.

(i) σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1x + a2. Dus : X ′(x) = a1. Uit X ′(0) = 0 en
X ′(2) = 0 volgt nu dat a1 = 0. Dus : σ = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende
eigenfunctie X0(x) = 1. Voor T (t) vinden we dan : T ′(t) = 0 =⇒ T0(t) = 1.

(ii) σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Dus :
X ′(x) = λb1 sinhλx+ λb2 coshλx. Uit X ′(0) = 0 volgt nu : λb2 = 0 =⇒ b2 = 0,
want λ 6= 0. Dus : X ′(x) = λb1 sinhλx. Uit X ′(2) = 0 volgt nu : λb1 sinh 2λ =
0 =⇒ b1 = 0, want λ sinh 2λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(iii) σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Dus :
X ′(x) = −λc1 sinλx + λc2 cosλx. Uit X ′(0) = 0 volgt nu : λc2 = 0 =⇒ c2 = 0,
want λ 6= 0. Dus : X ′(x) = −λc1 sinλx. Uit X ′(2) = 0 volgt nu : −λc1 sin 2λ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin 2λ = 0 =⇒ 2λ = nπ oftewel λ =
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

σn = −λ2
n = −n

2π2

4
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = cos
nπx

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor T (t) vinden we dan

T ′(t)− σnT (t) = 0 =⇒ Tn(t) = e−
n2π2t

4 , n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

u(x, t) =
c0

2
+
∞∑
n=1

cne
−n

2π2t
4 cos

nπx

2
.
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Uit de beginvoorwaarde u(x, 0) = (x− 1)2 voor 0 ≤ x ≤ 2 volgt nu

c0

2
+
∞∑
n=1

cn cos
nπx

2
= (x− 1)2, 0 ≤ x ≤ 2.

Dit is een Fouriercosinusreeks (zie : § 10.4), dus :

c0 =
2
2

∫ 2

0
(x− 1)2 dx =

1
3

(x− 1)3
∣∣∣2
0

=
2
3

en voor n = 1, 2, 3, . . .

cn =
2
2

∫ 2

0
(x− 1)2 cos

nπx

2
dx =

2
nπ

∫ 2

0
(x− 1)2 d sin

nπx

2

=
2
nπ

(x− 1)2 sin
nπx

2

∣∣∣2
0
− 4
nπ

∫ 2

0
(x− 1) sin

nπx

2
dx =

8
n2π2

∫ 2

0
(x− 1) d cos

nπx

2

=
8

n2π2
(x− 1) cos

nπx

2

∣∣∣2
0
− 8
n2π2

∫ 2

0
cos

nπx

2
dx =

8
n2π2

[1 + (−1)n] .

Hieruit volgt :

c2k−1 = 0 en c2k =
4

k2π2
, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, t) =
1
3

+
4
π2

∞∑
k=1

1
k2
e−k

2π2t cos kπx.

2. dinsdag 3 juni 1997
Stel u(x, t) = X(x)T (t), dan volgt (zie : § 10.5) :

X ′′(x)T (t) = X(x)T ′′(t) =⇒ X ′′(x)
X(x)

=
T ′′(t)
T (t)

= σ (separatieconstante)

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en T ′′(t)− σT (t) = 0.

Uit de randvoorwaarden u(0, t) = 0 en u(1, t) = 0 voor t > 0 volgt : X(0) = 0 en
X(1) = 0. En uit de beginvoorwaarde ut(x, 0) = 0 voor 0 ≤ x ≤ 1 volgt : T ′(0) = 0.
Dus : 

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 1

X(0) = 0, X(1) = 0.

(i) σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1x + a2. Uit X(0) = X(1) = 0 volgt nu dat
a1 = a2 = 0. Dus : σ = 0 is geen eigenwaarde.

(ii) σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Uit
X(0) = 0 volgt nu : b1 = 0. Dus : X(x) = b2 sinhλx. Uit X(1) = 0 volgt nu :
b2 sinhλ = 0 =⇒ b2 = 0, want λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.
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(iii) σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Uit
X(0) = 0 volgt nu : c1 = 0. Dus : X(x) = c2 sinλx. Uit X(1) = 0 volgt nu :
c2 sinλ = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinλ = 0 =⇒ λ = nπ, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

σn = −λ2
n = −n2π2, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sinnπx, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor T (t) vinden we dan

T ′′(t)− σnT (t) = 0 =⇒ Tn(t) = cn cosnπt+ kn sinnπt, n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt : T ′(t) = −nπcn cosnπt + nπkn cosnπt. Uit de voorwaarde T ′(0) = 0
volgt dan nπkn = 0 =⇒ kn = 0 voor n = 1, 2, 3, . . .. Dus :

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn cosnπt sinnπx.

Uit de beginvoorwaarde u(x, 0) = x(1− x) voor 0 ≤ x ≤ 1 volgt nu

∞∑
n=1

cn sinnπx = x(1− x), 0 ≤ x ≤ 1.

Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus :

cn = 2
∫ 1

0
x(1− x) sinnπx dx = − 2

nπ

∫ 1

0
x(1− x) d cosnπx

= − 2
nπ

x(1− x) cosnπx
∣∣∣1
0

+
2
nπ

∫ 1

0
(1− 2x) cosnπx dx

=
2

n2π2

∫ 1

0
(1− 2x) d sinnπx =

2
n2π2

(1− 2x) sinnπx
∣∣∣1
0

+
4

n2π2

∫ 1

0
sinnπx dx

= − 4
n3π3

cosnπx
∣∣∣1
0

=
4

n3π3
[1− (−1)n] , n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

c2k = 0 en c2k−1 =
8

(2k − 1)3π3
, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, t) =
8
π3

∞∑
k=1

cos(2k − 1)πt sin(2k − 1)πx
(2k − 1)3

.
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3. maandag 15 juni 1998
Stel u(x, y) = X(x)Y (y), dan volgt (zie : § 10.5) :

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0 =⇒ X ′′(x)
X(x)

= −Y
′′(y)
Y (y)

= σ (separatieconstante)

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en Y ′′(y) + σY (y) = 0.

Uit de randvoorwaarden u(x, 0) = 0 en u(x, 1) = 0 voor 0 ≤ x ≤ 1 volgt : Y (0) = 0
en Y (1) = 0. En uit de randvoorwaarde u(0, y) = 0 voor 0 ≤ y ≤ 1 volgt : X(0) = 0.
Dus : 

Y ′′(y) + σY (y) = 0, 0 < y < 1

Y (0) = 0, Y (1) = 0.

(i) σ = 0 : Y ′′(y) = 0 =⇒ Y (y) = a1y + a2. Uit Y (0) = Y (1) = 0 volgt nu dat
a1 = a2 = 0. Dus : σ = 0 is geen eigenwaarde.

(ii) σ = −λ2 < 0 : Y ′′(y) − λ2Y (y) = 0 =⇒ Y (y) = b1 coshλy + b2 sinhλy. Uit
Y (0) = 0 volgt nu : b1 = 0. Dus : Y (y) = b2 sinhλy. Uit Y (1) = 0 volgt nu :
b2 sinhλ = 0 =⇒ b2 = 0, want λ 6= 0. Er zijn dus geen negatieve eigenwaarden.

(iii) σ = λ2 > 0 : Y ′′(y) + λ2Y (y) = 0 =⇒ Y (y) = c1 cosλy + c2 sinλy. Uit Y (0) = 0
volgt nu : c1 = 0. Dus : Y (y) = c2 sinλy. Uit Y (1) = 0 volgt nu : c2 sinλ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinλ = 0 =⇒ λ = nπ, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus positieve eigenwaarden :

σn = λ2
n = n2π2, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Yn(y) = sinnπy, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor X(x) vinden we dan

X ′′(x)−σnX(x) = 0 =⇒ Xn(x) = cn coshnπx+dn sinhnπx, n = 1, 2, 3, . . . .

Met de voorwaarde X(0) = 0 volgt nu : cn = 0 voor n = 1, 2, 3, . . .. Dus :

u(x, y) =
∞∑
n=1

dn sinhnπx sinnπy.

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(1, y) = y(1− y) voor 0 ≤ y ≤ 1 :

∞∑
n=1

dn sinhnπ sinnπy = y(1− y), 0 ≤ y ≤ 1.
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Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus :

dn sinhnπ = 2
∫ 1

0
y(1− y) sinnπy dy = − 2

nπ

∫ 1

0
y(1− y) d cosnπy

= − 2
nπ

y(1− y) cosnπy
∣∣∣1
0

+
2
nπ

∫ 1

0
(1− 2y) cosnπy dy

=
2

n2π2

∫ 1

0
(1− 2y) d sinnπy

=
2

n2π2
(1− 2y) sinnπy

∣∣∣1
0

+
4

n2π2

∫ 1

0
sinnπy dy

= − 4
n3π3

cosnπy
∣∣∣1
0

=
4

n3π3
[1− (−1)n] , n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

d2k = 0 en d2k−1 =
8

(2k − 1)3π3
, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, y) =
8
π3

∞∑
k=1

sinh(2k − 1)πx sin(2k − 1)πy
(2k − 1)3 sinh(2k − 1)π

.

4. donderdag 27 augustus 1998
Stel u(x, y) = X(x)Y (y), dan volgt (zie : § 10.5) :

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0 =⇒ X ′′(x)
X(x)

= −Y
′′(y)
Y (y)

= σ (separatieconstante)

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en Y ′′(y) + σY (y) = 0.

Uit de randvoorwaarde u(x, 0) = 0 voor 0 ≤ x ≤ 2 volgt : Y (0) = 0. Verder volgt uit de
randvoorwaarden ux(0, y) = 0 en ux(2, y) = 0 voor 0 ≤ y ≤ 1 : X ′(0) = 0 en X ′(2) = 0.
Dus : 

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2

X ′(0) = 0, X ′(2) = 0.

(i) σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1x + a2. Dus : X ′(x) = a1. Uit X ′(0) =
X ′(2) = 0 volgt nu dat a1 = 0. Dus : σ = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende
eigenfunctie X0(x) = 1. Voor Y (y) vinden we dan : Y ′′(y) = 0 =⇒ Y (y) =
d1y + d2. Met de voorwaarde Y (0) = 0 vinden we dus : Y0(y) = y.

(ii) σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Dus :
X ′(x) = λb1 sinhλx+ λb2 coshλx. Uit X ′(0) = 0 volgt nu : λb2 = 0 =⇒ b2 = 0,
want λ 6= 0. Dus : X ′(x) = λb1 sinhλx. Uit X ′(2) = 0 volgt nu : λb1 sinh 2λ =
0 =⇒ b1 = 0, want λ sinh 2λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.
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(iii) σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Dus :
X ′(x) = −λc1 sinλx + λc2 cosλx. Uit X ′(0) = 0 volgt nu : λc2 = 0 =⇒ c2 = 0,
want λ 6= 0. Dus : X ′(x) = −λc1 sinλx. Uit X ′(2) = 0 volgt nu : −λc1 sin 2λ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin 2λ = 0 =⇒ 2λ = nπ oftewel λ =
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

σn = −λ2
n = −n

2π2

4
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = cos
nπx

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor Y (y) vinden we dan : Y ′′(y) + σnY (y) = 0 voor 0 < y < 1 met Y (0) = 0.
Hieruit volgt :

Yn(y) = sinh
nπy

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

u(x, y) =
c0

2
y +

∞∑
n=1

cn cos
nπx

2
sinh

nπy

2
.

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(x, 1) = x voor 0 ≤ x ≤ 2 :

c0

2
+
∞∑
n=1

cn sinh
nπ

2
cos

nπx

2
= x, 0 ≤ x ≤ 2.

Dit is een Fouriercosinusreeks (zie : § 10.4), dus :

c0 =
2
2

∫ 2

0
x dx =

1
2
x2
∣∣∣2
0

= 2

en

cn sinh
nπ

2
=

2
2

∫ 2

0
x cos

nπx

2
dx =

2
nπ

∫ 2

0
x d sin

nπx

2

=
2
nπ

x sin
nπx

2

∣∣∣2
0
− 2
nπ

∫ 2

0
sin

nπx

2
dx

=
4

n2π2
cos

nπx

2

∣∣∣2
0

=
4

n2π2
[(−1)n − 1] , n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

c2k = 0 en c2k−1 = − 8
(2k − 1)2π2

, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, y) = y − 8
π2

∞∑
k=1

cos(k − 1
2)πx sinh(k − 1

2)πy
(2k − 1)2 sinh(k − 1

2)π
.
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5. donderdag 1 juli 1999
Stel u(x, t) = X(x)T (t), dan volgt (zie : § 10.5 en vergelijk met opgave 1) :

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t) =⇒ T ′(t)
T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

= σ (separatieconstante)

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en T ′(t)− σT (t) = 0.

Uit de randvoorwaarden ux(0, t) = 0 en ux(2, t) = 0 voor t > 0 volgt : X ′(0) = 0 en
X ′(2) = 0. Dus : 

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2

X ′(0) = 0, X ′(2) = 0.

(i) σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1x + a2. Dus : X ′(x) = a1. Uit X ′(0) =
X ′(2) = 0 volgt nu dat a1 = 0. Dus : σ = 0 is een eigenwaarde met bijbehorende
eigenfunctie X0(x) = 1. Voor T (t) vinden we dan : T ′(t) = 0 =⇒ T0(t) = 1.

(ii) σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Dus :
X ′(x) = λb1 sinhλx+ λb2 coshλx. Uit X ′(0) = 0 volgt nu : λb2 = 0 =⇒ b2 = 0,
want λ 6= 0. Dus : X ′(x) = λb1 sinhλx. Uit X ′(2) = 0 volgt nu : λb1 sinh 2λ =
0 =⇒ b1 = 0, want λ sinh 2λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(iii) σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Dus :
X ′(x) = −λc1 sinλx + λc2 cosλx. Uit X ′(0) = 0 volgt nu : λc2 = 0 =⇒ c2 = 0,
want λ 6= 0. Dus : X ′(x) = −λc1 sinλx. Uit X ′(2) = 0 volgt nu : −λc1 sin 2λ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin 2λ = 0 =⇒ 2λ = nπ oftewel λ =
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

σn = −λ2
n = −n

2π2

4
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = cos
nπx

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor T (t) vinden we dan

T ′(t)− σnT (t) = 0 =⇒ Tn(t) = e−
n2π2t

4 , n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

u(x, t) =
c0

2
+
∞∑
n=1

cne
−n

2π2t
4 cos

nπx

2
.

Uit de beginvoorwaarde u(x, 0) = (x− 1)2 voor 0 ≤ x ≤ 2 volgt nu

c0

2
+
∞∑
n=1

cn cos
nπx

2
= (x− 1)2, 0 ≤ x ≤ 2.
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Dit is een Fouriercosinusreeks (zie : § 10.4), dus :

c0 =
2
2

∫ 2

0
(x− 1)2 dx =

1
3

(x− 1)3
∣∣∣2
0

=
2
3

en voor n = 1, 2, 3, . . .

cn =
2
2

∫ 2

0
(x− 1)2 cos

nπx

2
dx =

2
nπ

∫ 2

0
(x− 1)2 d sin

nπx

2

=
2
nπ

(x− 1)2 sin
nπx

2

∣∣∣2
0
− 4
nπ

∫ 2

0
(x− 1) sin

nπx

2
dx =

8
n2π2

∫ 2

0
(x− 1) d cos

nπx

2

=
8

n2π2
(x− 1) cos

nπx

2

∣∣∣2
0
− 8
n2π2

∫ 2

0
cos

nπx

2
dx =

8
n2π2

[1 + (−1)n] .

Hieruit volgt :

c2k−1 = 0 en c2k =
4

k2π2
, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, t) =
1
3

+
4
π2

∞∑
k=1

1
k2
e−k

2π2t cos kπx.

6. donderdag 6 juli 2000

(a) De Fouriercosinusreeks van f is

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnπx, 0 ≤ x ≤ 1

met

a0 = 2
∫ 1

0
f(x) dx = 2

∫ 1

0
x(1− x) dx = (x2 − 2

3
x3)
∣∣∣1
0

=
1
3

en voor n = 1, 2, 3, . . .

an = 2
∫ 1

0
f(x) cosnπx dx = 2

∫ 1

0
x(1− x) cosnπx dx

=
2
nπ

∫ 1

0
x(1− x) d sinnπx

=
2
nπ

x(1− x) sinnπx
∣∣∣1
0
− 2
nπ

∫ 1

0
(1− 2x) sinnπx dx

=
2

n2π2

∫ 1

0
(1− 2x) d cosnπx

=
2

n2π2
(1− 2x) cosnπx

∣∣∣1
0

+
4

n2π2

∫ 1

0
cosnπx dx

=
2

n2π2

[
(−1)n+1 − 1

]
+

4
n3π3

sinnπx
∣∣∣1
0

=
2

n2π2

[
(−1)n+1 − 1

]
.
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Hieruit volgt :

a2k−1 = 0 en a2k = − 1
k2π2

, k = 1, 2, 3, . . .

en dus :

f(x) =
1
6
− 1
π2

∞∑
k=1

1
k2

cos 2kπx, 0 ≤ x ≤ 1.

(b) De Fouriersinusreeks van f is

f(x) =
∞∑
n=1

bn sinnπx, 0 ≤ x ≤ 1

met

bn = 2
∫ 1

0
f(x) sinnπx dx = 2

∫ 1

0
x(1− x) sinnπx dx

= − 2
nπ

∫ 1

0
x(1− x) d cosnπx

= − 2
nπ

x(1− x) cosnπx
∣∣∣1
0

+
2
nπ

∫ 1

0
(1− 2x) cosnπx dx

=
2

n2π2

∫ 1

0
(1− 2x) d sinnπx

=
2

n2π2
(1− 2x) sinnπx

∣∣∣1
0

+
4

n2π2

∫ 1

0
sinnπx dx

= − 4
n3π3

cosnπx
∣∣∣1
0

=
4

n3π3
[1− (−1)n] , n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

b2k = 0 en b2k−1 =
8

(2k − 1)3π3
, k = 1, 2, 3, . . .

en dus :

f(x) =
8
π3

∞∑
k=1

1
(2k − 1)3

sin(2k − 1)πx, 0 ≤ x ≤ 1.

(c) Stel u(x, y) = X(x)Y (y), dan volgt (zie : § 10.5) :

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0 =⇒ X ′′(x)
X(x)

= −Y
′′(y)
Y (y)

= σ ∈ R

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en Y ′′(y) + σY (y) = 0.

Uit de randvoorwaarde u(x, 0) = 0 voor 0 ≤ x ≤ 1 volgt : Y (0) = 0. Verder volgt
uit de randvoorwaarden u(0, y) = 0 en u(1, y) = 0 voor 0 ≤ y ≤ 2 : X(0) = 0 en
X(1) = 0. Dus : 

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 1

X(0) = 0, X(1) = 0.
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(i) σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1x + a2. Uit X(0) = 0 en X(1) = 0 volgt
nu dat a1 = a2 = 0. Dus : σ = 0 is geen eigenwaarde.

(ii) σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Uit
X(0) = 0 volgt nu : b1 = 0. Dus : X(x) = b2 sinhλx. Uit X(1) = 0 volgt
nu : b2 sinhλ = 0 =⇒ b2 = 0, want sinhλ 6= 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

(iii) σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Uit
X(0) = 0 volgt nu : c1 = 0. Dus : X(x) = c2 sinλx. Uit X(1) = 0 volgt nu :
c2 sinλ = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sinλ = 0 =⇒ λ = nπ, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

σn = −λ2
n = −n2π2, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sinnπx, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor Y (y) vinden we dan : Y ′′(y) +σnY (y) = 0 voor 0 < y < 2 met Y (0) = 0.
Hieruit volgt :

Yn(y) = sinhnπy, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

u(x, y) =
∞∑
n=1

cn sinnπx sinhnπy.

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(x, 2) = x(1−x) voor 0 ≤ x ≤ 1 :

∞∑
n=1

cn sinh 2nπ sinnπx = x(1− x), 0 ≤ x ≤ 1.

Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus met behulp van (b) volgt :

cn sinh 2nπ = bn =
4

n3π3
[1− (−1)n] , n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

c2k = 0 en c2k−1 = − 8
(2k − 1)3π3 sinh(4k − 2)π

, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, y) =
8
π3

∞∑
k=1

sin(2k − 1)πx sinh(2k − 1)πy
(2k − 1)3 sinh(4k − 2)π

.
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7. vrijdag 1 september 2000

(a) De Fouriercosinusreeks van f is

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
nπx

2
, 0 ≤ x ≤ 2

met

a0 =
2
2

∫ 2

0
f(x) dx =

∫ 1

0
x dx+

∫ 2

1
(2− x) dx =

1
2
x2
∣∣∣1
0

+ (2x− 1
2
x2)
∣∣∣2
1

= 1

en voor n = 1, 2, 3, . . .

an =
2
2

∫ 2

0
f(x) cos

nπx

2
dx =

∫ 1

0
x cos

nπx

2
dx+

∫ 2

1
(2− x) cos

nπx

2
dx

=
2
nπ

∫ 1

0
x d sin

nπx

2
+

2
nπ

∫ 2

1
(2− x) d sin

nπx

2

=
2
nπ

x sin
nπx

2

∣∣∣1
0
− 2
nπ

∫ 1

0
sin

nπx

2
dx

+
2
nπ

(2− x) sin
nπx

2

∣∣∣2
1

+
2
nπ

∫ 2

1
sin

nπx

2
dx

=
2
nπ

sin
nπ

2
+

4
n2π2

cos
nπx

2

∣∣∣1
0
− 2
nπ

sin
nπ

2
− 4
n2π2

cos
nπx

2

∣∣∣2
1

=
4

n2π2

[
cos

nπ

2
− 1− cosnπ + cos

nπ

2

]
=

4
n2π2

[
2 cos

nπ

2
− 1− (−1)n

]
.

Hieruit volgt :

a2k−1 = 0 en a2k =
2

k2π2

[
(−1)k − 1

]
, k = 1, 2, 3, . . .

en dus :

f(x) =
1
2

+
2
π2

∞∑
k=1

(−1)k − 1
k2

cos kπx, 0 ≤ x ≤ 1.

(b) De Fouriersinusreeks van f is

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

2
, 0 ≤ x ≤ 1

met

bn =
2
2

∫ 2

0
f(x) sin

nπx

2
dx =

∫ 1

0
x sin

nπx

2
dx+

∫ 2

1
(2− x) sin

nπx

2
dx

= − 2
nπ

∫ 1

0
x d cos

nπx

2
− 2
nπ

∫ 2

1
(2− x) d cos

nπx

2

= − 2
nπ

x cos
nπx

2

∣∣∣1
0

+
2
nπ

∫ 1

0
cos

nπx

2
dx
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− 2
nπ

(2− x) cos
nπx

2

∣∣∣2
1
− 2
nπ

∫ 2

1
cos

nπx

2
dx

= − 2
nπ

cos
nπ

2
+

4
n2π2

sin
nπx

2

∣∣∣1
0

+
2
nπ

cos
nπ

2
− 4
n2π2

sin
nπx

2

∣∣∣2
1

=
4

n2π2
sin

nπ

2
+

4
n2π2

sin
nπ

2
=

8
n2π2

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

b2k = 0 en b2k−1 =
8(−1)k

(2k − 1)2π2
, k = 1, 2, 3, . . .

en dus :

f(x) =
8
π2

∞∑
k=1

(−1)k

(2k − 1)2
sin(k − 1

2
)πx, 0 ≤ x ≤ 1.

(c) Stel u(x, t) = X(x)T (t), dan volgt (zie : § 10.5) :

4X ′′(x)T (t) = X(x)T ′′(t) =⇒ X ′′(x)
X(x)

=
1
4
T ′′(t)
T (t)

= σ ∈ R

en dus
X ′′(x)− σX(x) = 0 en T ′′(t)− 4σT (t) = 0.

Uit de randvoorwaarden u(0, t) = 0 en u(2, t) = 0 voor t ≥ 0 volgt : X(0) = 0
en X(2) = 0. Verder volgt uit de randvoorwaarde ut(x, 0) = 0 voor 0 ≤ x ≤ 2 :
T ′(0) = 0. Dus : 

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2

X(0) = 0, X(2) = 0.

(i) σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1x + a2. Uit X(0) = 0 en X(2) = 0 volgt
nu dat a1 = a2 = 0. Dus : σ = 0 is geen eigenwaarde.

(ii) σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Uit
X(0) = 0 volgt nu : b1 = 0. Dus : X(x) = b2 sinhλx. Uit X(2) = 0 volgt
nu : b2 sinh 2λ = 0 =⇒ b2 = 0, want sinh 2λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

(iii) σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Uit
X(0) = 0 volgt nu : c1 = 0. Dus : X(x) = c2 sinλx. Uit X(2) = 0 volgt nu :
c2 sin 2λ = 0. Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als

sin 2λ = 0 =⇒ 2λ = nπ oftewel λ =
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Er zijn dus negatieve eigenwaarden :

σn = −λ2
n = −n

2π2

4
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sin
nπx

2
, n = 1, 2, 3, . . . .
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Voor T (t) vinden we dan : T ′′(t)− 4σnT (t) = 0 oftewel T ′′(t) + n2π2T (t) = 0
voor t > 0 met T ′(0) = 0. Hieruit volgt :

Tn(t) = cn cosnπt+ kn sinnπt =⇒ T ′(t) = −nπcn sinnπt+ nπkn cosnπt

voor n = 1, 2, 3, . . .. Uit T ′(0) = 0 volgt dan : nπkn = 0 en dus kn = 0 voor
n = 1, 2, 3, . . ..

Dus :

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn cosnπt sin
nπx

2
.

Tenslotte gebruiken we nog de randvoorwaarde u(x, 0) = f(x) voor 0 ≤ x ≤ 2 :

∞∑
n=1

cn sin
nπx

2
= f(x), 0 ≤ x ≤ 2.

Dit is een Fouriersinusreeks (zie : § 10.4), dus met behulp van (b) volgt :

cn = bn =
8

n2π2
sin

nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Hieruit volgt :

c2k = 0 en c2k−1 =
8(−1)k

(2k − 1)2π2
, k = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, t) =
8
π2

∞∑
k=1

(−1)k

(2k − 1)2
cos(2k − 1)πt sin(k − 1

2
)πx.

8. donderdag 2 november 2000

(a) f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
nπx

4
met

a0 =
2
4

∫ 4

0
f(x) dx =

1
2

∫ 2

0
dx = 1

en

an =
2
4

∫ 4

0
f(x) cos

nπx

4
dx =

1
2

∫ 2

0
cos

nπx

4
dx =

2
nπ

sin
nπx

4

∣∣∣2
0

=
2
nπ

sin
nπ

2

voor n = 1, 2, 3, . . .. Dus :

f(x) =
1
2

+
2
π

∞∑
n=1

sin nπ
2

n
cos

nπx

4
=

1
2

+
2
π

∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
cos

(2k − 1)πx
4

.
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(b) f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

4
met

bn =
2
4

∫ 4

0
f(x) sin

nπx

4
dx =

1
2

∫ 2

0
sin

nπx

4
dx

= − 2
nπ

cos
nπx

4

∣∣∣2
0

=
2
nπ

[
1− cos

nπ

2

]
, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

f(x) =
2
π

∞∑
n=1

1− cos nπ2
n

sin
nπx

4
.

(c) Stel u(x, y) = X(x)Y (y), dan volgt : X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0 en dus :

X ′′(x)
X(x)

= −Y
′′(y)
Y (y)

= σ (separatieconstante).

Dus : X ′′(x)− σX(x) = 0 en Y ′′(y) + σY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt :
Y (0) = 0, X(0) = 0 en X(4) = 0. Beschouw dus eerst :{

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 4
X(0) = 0, X(4) = 0.

i. Voor σ = 0 vinden we : X ′′(x) = 0. Dus : X(x) = a1x + a2. Uit X(0) =
X(4) = 0 volgt dan a1 = a2 = 0. Dus : σ = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel σ = λ2 > 0, dan volgt : X ′′(x)− λ2X(x) = 0 en dus X(x) = b1 coshλx+
b2 sinhλx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat b1 = 0. Uit X(4) = 0 volgt vervolgens
dat b2 sinh 4λ = 0. Dus : b2 = 0, want λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel σ = −λ2 < 0, dan volgt : X ′′(x) +λ2X(x) = 0 en dus X(x) = c1 cosλx+
c2 sinλx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat c1 = 0. Uit X(4) = 0 volgt vervolgens
dat c2 sin 4λ = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin 4λ = 0 =⇒
4λ = nπ, n = 1, 2, 3, . . . oftewel λ = nπ

4 , n = 1, 2, 3, . . .. Er zijn dus negatieve
eigenwaarden :

σn = −n
2π2

16
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sin
nπx

4
, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor Y (y) vinden we {
Y ′′(y) + σY (y) = 0, 0 < y < 2
Y (0) = 0.

Hieruit volgt :
Yn(y) = sinh

nπy

4
, n = 1, 2, 3, . . . .
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Dus :

u(x, y) =
∞∑
n=1

cn sin
nπx

4
sinh

nπy

4
.

Tenslotte :

u(x, 2) = f(x) ⇐⇒
∞∑
n=1

cn sinh
nπ

2
sin

nπx

4
= f(x).

Dit is een Fouriersinusreeks voor f , dus met onderdeel (b) vinden we nu :

cn sinh
nπ

2
=

2
4

∫ 4

0
f(x) sin

nπx

4
dx =

2
nπ

[
1− cos

nπ

2

]
, n = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, y) =
2
π

∞∑
n=1

1− cos nπ2
n sinh nπ

2

sin
nπx

4
sinh

nπy

4
.

9. maandag 22 januari 2001

(a) f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
nπx

2π
=
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
nx

2
met

a0 =
2

2π

∫ 2π

0
f(x) dx =

1
π

∫ π

0
x dx+

1
π

∫ 2π

π
(2π − x) dx

=
1
π

[
1
2
x2
∣∣∣π
0

+ (2πx− 1
2
x2)
∣∣∣2π
π

]
=

1
π

[
1
2
π2 + 4π2 − 2π2 − 2π2 +

1
2
π2

]
= π

en voor n = 1, 2, 3, . . .

an =
2

2π

∫ 2π

0
f(x) cos

nx

2
dx =

1
π

∫ π

0
x cos

nx

2
dx+

1
π

∫ 2π

π
(2π − x) cos

nx

2
dx

=
2
nπ

∫ π

0
x d sin

nx

2
+

2
nπ

∫ 2π

π
(2π − x) d sin

nx

2

=
2
nπ

x sin
nx

2

∣∣∣π
0
− 2
nπ

∫ π

0
sin

nx

2
dx

+
2
nπ

(2π − x) sin
nx

2

∣∣∣2π
π

+
2
nπ

∫ 2π

π
sin

nx

2
dx

=
2
n

sin
nπ

2
+

4
n2π

cos
nx

2

∣∣∣π
0
− 2
n

sin
nπ

2
− 4
n2π

cos
nx

2

∣∣∣2π
π

=
4
n2π

[
cos

nπ

2
− 1− cosnπ + cos

nπ

2

]
=

4
n2π

[
2 cos

nπ

2
− 1− (−1)n

]
.

(b) f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

2π
=
∞∑
n=1

bn sin
nx

2
met

bn =
2

2π

∫ 2π

0
f(x) sin

nx

2
dx =

1
π

∫ π

0
x sin

nx

2
dx+

1
π

∫ 2π

π
(2π − x) sin

nx

2
dx
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= − 2
nπ

∫ π

0
x d cos

nx

2
− 2
nπ

∫ 2π

π
(2π − x) d cos

nx

2

= − 2
nπ

x cos
nx

2

∣∣∣π
0

+
2
nπ

∫ π

0
cos

nx

2
dx

− 2
nπ

(2π − x) cos
nx

2

∣∣∣2π
π
− 2
nπ

∫ 2π

π
cos

nx

2
dx

= − 2
n

cos
nπ

2
+

4
n2π

sin
nx

2

∣∣∣π
0

+
2
n

cos
nπ

2
− 4
n2π

sin
nx

2

∣∣∣2π
π

=
4
n2π

[
sin

nπ

2
− 0− sinnπ + sin

nπ

2

]
=

8
n2π

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

(c) Stel dat u(x, t) = X(x)T (t), dan volgt : X ′′(x)T (t) = X(x)T ′′(t). Delen door
X(x)T (t) geeft nu

X ′′(x)
X(x)

=
T ′′(t)
T (t)

= σ (separatieconstante)

en dus : X ′′(x)− σX(x) = 0 en T ′′(t)− σT (t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt
dat X(0) = X(2π) = 0. Beschouw dus eerst

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2π

X(0) = 0, X(2π) = 0.

i. σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1 + a2x. Met X(0) = X(2π) = 0 volgt dan
dat a1 = a2 = 0.

ii. σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Uit
X(0) = 0 volgt dat b1 = 0. Uit X(2π) = 0 volgt dan dat b2 sinh 2πλ = 0.
Hieruit volgt dat b2 = 0, want 2πλ 6= 0.

iii. σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Uit
X(0) = 0 volgt dat c1 = 0. Uit X(2π) = 0 volgt dan dat c2 sin 2πλ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als 2πλ = nπ oftewel λ =

n

2
voor n =

1, 2, 3, . . .. De eigenfuncties zijn : Xn(x) = sin
nx

2
, n = 1, 2, 3, . . ..

Voor T (t) vinden we nu

Tn(t) = cn cos
nt

2
+ kn sin

nt

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

u(x, t) =
∞∑
n=1

sin
nx

2

[
cn cos

nt

2
+ kn sin

nt

2

]
.

Uit u(x, 0) = sinx volgt nu :
∞∑
n=1

cn sin
nx

2
= sinx en dus : c2 = 1 en cn = 0

voor n = 1, 3, 4, . . .. Verder volgt

ut(x, t) =
∞∑
n=1

sin
nx

2

[
−n

2
cn sin

nt

2
+
n

2
kn cos

nt

2

]
.
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Uit xt(x, 0) = f(x) volgt dan :
∞∑
n=1

n

2
kn sin

nx

2
= f(x). Met behulp van

onderdeel (b) vinden we

n

2
kn =

8
n2π

sin
nx

2
=⇒ kn =

16
n3π

sin
nx

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, t) = sinx cos t+
16
π

∞∑
n=1

sin nπ
2

n3
sin

nx

2
sin

nt

2
.

10. dinsdag 5 juni 2001

(a) f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
nπx

2π
=
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
nx

2
met

a0 =
2

2π

∫ 2π

0
f(x) dx =

1
π

∫ π

0
(π − x) dx =

1
2
π

en

an =
2

2π

∫ 2π

0
f(x) cos

nx

2
dx =

1
π

∫ π

0
(π − x) cos

nx

2
dx

=
2
nπ

∫ π

0
(π − x) d sin

nx

2
=

2
nπ

(π − x) sin
nx

2

∣∣∣π
0

+
2
nπ

∫ π

0
sin

nx

2
dx

= − 4
n2π

cos
nx

2

∣∣∣π
0

=
4
n2π

[
1− cos

nπ

2

]
, n = 1, 2, 3, . . . .

(b) f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

2π
=
∞∑
n=1

bn sin
nx

2
met

bn =
2

2π

∫ 2π

0
f(x) sin

nx

2
dx =

1
π

∫ π

0
(π − x) sin

nx

2
dx

= − 2
nπ

∫ π

0
(π − x) d cos

nx

2
= − 2

nπ
(π − x) cos

nx

2

∣∣∣π
0
− 2
nπ

∫ π

0
cos

nx

2
dx

=
2
n
− 4
n2π

sin
nx

2

∣∣∣π
0

=
2
n
− 4
n2π

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

(c) Stel dat u(x, t) = X(x)T (t), dan volgt : 4X ′′(x)T (t) = X(x)T ′(t). Delen door
4X(x)T (t) geeft nu

X ′′(x)
X(x)

=
1
4
T ′(t)
T (t)

= σ (separatieconstante)

en dus : X ′′(x)−σX(x) = 0 en T ′(t)− 4σT (t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt
dat X(0) = X(2π) = 0. Beschouw dus eerst

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2π

X(0) = 0, X(2π) = 0.
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i. σ = 0 : X ′′(x) = 0 =⇒ X(x) = a1 + a2x. Met X(0) = X(2π) = 0 volgt dan
dat a1 = a2 = 0.

ii. σ = λ2 > 0 : X ′′(x) − λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = b1 coshλx + b2 sinhλx. Uit
X(0) = 0 volgt dat b1 = 0. Uit X(2π) = 0 volgt dan dat b2 sinh 2πλ = 0.
Hieruit volgt dat b2 = 0, want 2πλ 6= 0.

iii. σ = −λ2 < 0 : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 =⇒ X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx. Uit
X(0) = 0 volgt dat c1 = 0. Uit X(2π) = 0 volgt dan dat c2 sin 2πλ = 0.
Dit leidt tot niet-triviale oplossingen als 2πλ = nπ oftewel λ =

n

2
voor n =

1, 2, 3, . . .. De eigenfuncties zijn : Xn(x) = sin
nx

2
, n = 1, 2, 3, . . ..

Voor T (t) vinden we nu Tn(t) = cne
−n2t, n = 1, 2, 3, . . .. Dus :

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−n2t sin

nx

2
.

Uit u(x, 0) = f(x) volgt nu :
∞∑
n=1

cn sin
nx

2
= f(x) en dus (met behulp van

onderdeel (b)) :

cn = bn =
2
n
− 4
n2π

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
2
n
− 4
n2π

sin
nπ

2

)
e−n

2t sin
nx

2
.
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