Tentamenopgaven over hfdst. 7

. donderdag 31 oktober 1996
Bereken met matrixmethoden (bijvoorbeeld variatie van constanten) de algemene op-
lossing van het eerste orde stelsel

c=( 5 5 )+ )

. donderdag 9 januari 1997
Gegeven is de matrix

-1 -2 -2
A= 1 2 1
3 2 4

met eigenwaarden r; = r9 = 2 en r3 = 1. Bepaal de algemene oplossing het stelsel

2'(t) = Ax(t).

. donderdag 22 januari 1998
De matrix A en de vectorfunctie g(t) worden gegeven door

2 1 2 6t +1
A= 1 2 2 en g(t) = 1 el
-1 -1 -1 -1

De defecte matrix A heeft de drievoudige eigenwaarde r1 = 19 = r3 = 1. Bepaal de
algemene oplossing van het inhomogene stelsel

a'(t) = Az(t) + g(t).

. woensdag 18 maart 1998
Bepaal de algemene oplossing van het stelsel

r0 = (3 2 )0+ 5)-

. maandag 14 december 1998
De matrix A en de vectorfunctie g(¢) worden gegeven door

0 0 -2 el
A= -1 1 -2 en g(t)=| t+é
3 —et

De matrix A heeft de eigenwaarden r; = 2 en 9 = r3 = 1. Bepaal de algemene oplossing
van het inhomogene stelsel



6. maandag 17 mei 1999
Gegeven is de matrix

1 -1 0
A=| -4 5 4
6 -7 =5
met eigenwaarden 71 =19 = 1 en r3 = —1. Bepaal de algemene oplossing het stelsel

2'(t) = Ax(t).

7. maandag 20 december 1999
Beschouw het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen gegeven door

2() = Az(t) + g(t) met A= < . ) en g(t) = < o )et.

(a) Bepaal de matrix e4?.

(b) Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

8. woensdag 1 maart 2000
Beschouw het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen gegeven door

2(t) = Az(t) + g(t) met A= < g - ) en g(t) = ( _11 )et.

(a) Bepaal de matrix e’

(b) Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

9. donderdag 2 november 2000
Beschouw het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen gegeven door

2/(t) = Az(t) + g(t) met A= < ? _(1) ) en g(t) = ( 6; ) .

(a) Bepaal een fundamentaalmatrix voor het homogene stelsel z/(t) = Ax(t).

(b) Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

10. maandag 22 januari 2001
Bepaal de algemene oplossing van het homogene stelsel differentiaalvergelijkingen

i (t) = 2x1(t) +2x2(t) +2x3(t)
zy(t) = za(t)  —ws(t)
zh(t) = xo(t) +3xs(t).



11. dinsdag 5 juni 2001
Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen

() = 2z(t) — x2(t) + €

zh(t) = 3x1(t) — 2x2(t) — €.



Uitwerkingen van de opgaven over hfdst. 7

. donderdag 31 oktober 1996

Eerst berekenen we de eigenwaarden van de matrix :

:T2—2T—|—2:(T—1)2—|—1 — r=1=xuq.

2—7r 1
-2 —r

Voor de eigenvectoren vinden we nu :

e A
PeaT 2 1 T 1-i )

vet = ( 1__11_ >e(1+i)t = < 1_—1i )et(cost—i—isint)

- —cost ot 4+ —sint ot
o cost +sint sint — cost '

\If(t):< —cost —sint )et

Hieruit volgt :

cost +sint sint — cost

is een fundamentaalmatrix met inverse

sint — cost sint
) = . -t
() < —cost —sint —cost)e

Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

W)+ vouo = (5 o oo+ ( ).

—€

Hieruit volgt

1 sint — cost sint 1 —cost
/ _ —1 t __ _
w(t)="v (t)<_1>e _<—cost—sint —cost><—1>_<—sint>'

u(t) = ( —sint + ¢ )

cost 4+ c2

z(t) = U(t)ut) = ( —cost —sint )et( —sint + ¢ )

cost+sint sint — cost cost 4+ c2
_ 0 " —cost ; —sint ‘
o (—1)6+Cl<cost+sint)e+C2<sint—cost>€'

4



Het kan eventueel ook alsvolgt (zie ook : § 7.9). Stel z(t) = T'y(t) met

a1 1 IR Y P
T_<1—i 1—1—2') = 7 _§<—1—z' —z’)'

Dan volgt

en dus

Hieruit volgt dat

1 . 1
y(t) = Eiet + cgeI Tt = iiet + c3ef(cost +isint)

1.
ya(t) = —izet +ca

met c3,c4 € C en dus

(1—i)t 1

e = ——ie' + cye'(cost — isint)

2

x(t) = Ty(t)= ( 1__12, 1—+11_ >< gie +

—Zie! + cqe’(cost — isint)

()t

De reéle oplossing is dus

&(t)z(_01>et+cl<

met c1,co € R.

. donderdag 9 januari 1997

—cost
cost +sint

—cost
cost + sint

Eerst bepalen we de eigenvectoren van A :

-3 -2 =2
r =2 : 1 0 1
3 2 2
en
-2 =2 =2
ro =1 : 1 1 1
3 2 3

¢
O O =
SN O

¢
S O =
—_

csel(cost +isint) )

>et—|—2’(03—04) < st

sint — cost

t —Sint t
€ + co . e
sint — cost

1 -2
-1 — v = 1
0
1 1
0 — Uy =
0 -1



Stel nu z(t) = (u;t + uy)e*, dan volgt (zie : § 7.8) :

(2urt + uy + 2uy) € = A(ugt + uy)e®

=  Au; =2u; en Auy =u; + 2usy.
Hieruit volgt :

(A-2Du; =0
oftewel (A—20)%uy=0 — u; =(A—20)u,.
(A—2Duy =y

Stel nu bijvoorbeeld u; = v;, dan volgt :

—_

-3 -2 =2 | =2
1 0 1 1 |~
3 2 2 2

oS O
o N O
|
—_
|
—_
£
[\

I
o

De oplossing is dus :

-2
z(t) =1 1 |t+
2

—_
[N)
|
—_

Via (A — 2I)%uy = 0 kan o0k :

-3 -2 -2 -3 -2 -2 120
(A—2I)%= 1 0 1 1 0 1|=(000
3 2 2 3 2 2 120

o O
o]
[\~}
~
_l_
Q
[}
)i'
[N}
®
[\~}
~
_l_
o
w
O =
v v
9]
* ~

Men kan dan kiezen :

0 -3 -2 =2 0 -2
u=| 0 —  w; =(A—-2Nuy = 1 0 1 0 | = 1
1 3 2 2 1

Dit geeft dezelfde vorm van de oplossing. Maar men zou u, ook anders kunnen kiezen :

2 -3 -2 =2 2 —4
0 3 2 2 0 4
Dit leidt tot een iets andere vorm van de oplossing :
—4 2 -2 1
z(t) = 2 t+ | -1 et 4 ¢y 1 et 4 eq 0 et.
4 0 2 -1
. donderdag 22 januari 1998
Eerst bepalen we de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde r =1 :
1 1 2 11 2 1 0
1 1 2 |~1000 — vy = -1 en Uy = 2
-1 -1 =2 0 00 0 -1



Stel nu z(t) = (u;t + uy)e, dan volgt (zie : § 7.8) :

t

wit +uy +uy) el = Alut +uy)e! = Au;=u; en Auy, = u; + uo.
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

Hieruit volgt :

(A=Tu; =0
oftewel (A—1)uy=0 — u;=(A—1I)u,.
(A= Duy =uy
1 0
Nu moet uy = a| -1 | +p 2 zo gekozen worden (zie : §7.8, opgave 18 op
0 -1
blz. 409) dat (A — I)u, = u; oplosbaar is :
1 1 2 o'
1 1 2| —a+20 = a=0=—-a+20.
~1 -1 -2 —B

Kies dus bijvoorbeeld a = =1:

1 11 2 1 11 2|1
U = 1 = 1 1 2 1 |~ 0O0O0]O0
-1 -1 -1 =2 -1 00 0]0
1
Kies nu (uit vele mogelijkheden) bijvoorbeeld u, = | 0 |, dan luidt de oplossing van
0
de homogene differentiaalvergelijking z'(t) = Az(t) :
1 1 1 0
Q(t) =1 1 t 4+ 0 €t+62 —1 et—i—Cg 2 et
-1 0 0 -1
Via (A — 2I)%uy = 0 kan 00k :
1 1 2 1 1 2 0 00
(A—2I)% = 1 1 2 1 1 2|=(000]=0.
-1 -1 -2 -1 -1 -2 000

Men kan dan u, willekeurig kiezen. De bijbehorende u; volgt dan uit u; = (A — I)us.
De oplossing van z/(t) = Az(t) ziet er dan zo uit :

1 0
z(t) =cp{ujt +ustel +co| —1 | e +c3 2 |e.
0 -1
Als fundamentaalmatrix ¥(¢) kunnen we dus kiezen :
t+1 1 0 1 1 2
U(t) = t -1 2| = vile)=| —t —t—-1 —2t—-2 |t
—t 0 -1 —t —t -2t -1



Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

U'(thult) + U/ (t) = AV(t)u(t) + g(t) = T()u'(t) = g(t).

Dus
1 1 2 6t + 1 6t
) =0 tgt) = -t —t—1 —2t—2 |e! 1 el =| —62+1
—t -t —2t—1 —1 —6t2 +1
Hieruit volgt
3t2 +
ut)=| —28+t+c
—2t3 4+t 4¢3
en dus is de oplossing :
t+1 1 0 32+ ¢
z(t) = V(tu(t) = t -1 2 || 23 +t4c
—t 0 —1 —2t3 4t +c3
34+ 3t2 + ¢ t+1 1 0
= 3+t el + ¢ t el + ¢ -1 et—i—c;:, 2 e.
—t3 —t —t 0 -1

4. woensdag 18 maart 1998
Eerst berekenen we de eigenwaarden van de matrix :

9 _ _
’ 3T _Qir':7“2—4+3:r2—1:(7"—1)(r+1) = r==L

Voor de eigenvectoren vinden we nu :

1 -1
rr=1: 3 _3 —
r9g = —1 : (g :1) —

Hieruit volgt de fundamentaalmatrix

et et -1 1/ 3t —et
U(t) = < ot et ) = V(1) = 5 < et ot > .
Stel nu z(t) = U(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

viouo+veno = (5 ) Jeoun+( ) = wewo-( ).

Hieruit volgt

<

A

Il
7N
— =
N———

en

[|§

Il
7 N\
W =
N—



We vinden nu

2t + c1
t) =
ue) = (_pear )

comson = (4 0)(20,)

2t—l> <1> (1> _
_ 2 t t t
= 5 e +a € + co e
(2t—§ 1 3

1 1 1 "

/11 L1
T‘(1 3) — T =3

Dan volgt

en dus

Hieruit volgt dat
y1(t) = 2tet + ciet

1 _
ya(t) = —§et + coet

rwe=(1 0 ) ( etns)
(D L) ) ra( L) e

. maandag 14 december 1998
Eerst bepalen we de eigenvectoren van A :

en dus

[
—~
~
~—

-2 0 -2 1 0 1 1
r=2 : -1 -1 -2 ~ 011 — v = 1
1 0 1 0 0 0 -1



en

-1 0 -2 10 2 0 2
ro=1: 10 =2 ]~[00 0 — wy=[ 1], = 0
10 2 00 0 0 ~1

De matrix A is dus diagonaliseerbaar (niet defect). Een fundamentaalmatrix W(t) is
dus bijvoorbeeld :

et 0 2t 10 2 et 0 0
Ut)y=| e e 0 |= 11 0 0 e 0
—e2t 0 —ef -1 0 -1 0 0 €
met als inverse
e 0 0 -1 0 =2 —e 2% —2e 2
Ut = 0 et 0 11 2 |= et et 2t
0 0 et 1 0 1 et 0 et

Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

W (tu(t) + O (t)u'(t) = AV (Hu(t) +g(t) = V()u'(t) = g(t).

Dus :
o2 g 92 ot et
u'(t) = \Il_l(t)g(t) = et et 27t t+et | = tet
et 0 et —et 0
Hieruit volgt
—e 4 ¢
ult)= —(t+1Det+eco
c3
en dus is de oplossing :
—e 2 2e~2t —et4 ¢
z(t) = Y(tu(t) = et et 27t —(t+ et +co
et 0 et c3
—et 1 0 2
= —et—t—1 +c 1 €2t+02 1 | et +es 0 e.
et -1 0 —1

1 0 2 -1 0 -2
T = 11 0 = T !'= 11 2
-1 0 -1 1 0 1

Dan volgt



Nu geldt :

-1 0 -2 et et
T~ 'AT = diag(2,1,1) en T 'g(t) = 11 2 t+et | = ¢t
10 1 e’ 0
Dus volgt :
y1(t) =2y (t) + €' y1(t) = —e' + cre?
yo(t) = yo(t) +t - yo(t) = —t — 1 + coe€l
ys(t) = y3(t) ys(t) = cse’.
De oplossing is dus
10 2 —et + cre?t
z(t) = Ty(t) = 11 0 —t—1 —|— coel
1 0 —1

|
|
9]
~
|
@Fmoo-
|
[S—y
+
o
A,
— =
(an}
[\

et 1 |ef+es| 0 e

6. maandag 17 mei 1999

Eerst bepalen we de eigenvectoren van A :

0 -1 0 1 0 -1 1
r=1": -4 4 4 |1~101 0 — uvu=10
6 -7 —6 0 0 0 1
en
2 -1 0 2 01 1
rg =—1 : —4 6 4 ~ 0 1 1 SN Vy = 2
6 —7 —4 0 0O —2

Stel nu z(t) = (u;t + uy)e?, dan volgt (zie : § 7.8) :
(urt +uy +2up) €' = A(uyt +up)e’ = Auy=u; en  Auy = uy +uy.
Hieruit volgt :

(A-Du =o
oftewel (A—T1)uy=0 — w3 =(A—-1)u,
(A—=Tuy =uy

Stel nu bijvoorbeeld u; = v;, dan volgt :

0 -1 0] 1 1 0 -1] -1 0
-4 4 410 |~ 01 0] —1 — U= -1 bijv.
6 -7 —6]1 00 O 0 1

11



De oplossing is dus :

0 1 1
z(t) =1 0 Jt+| —1 e+ 0 |et+es 2 e t.
1 1 1 -2
Via (A — I)?u, = o kan ook :
0 -1 0 0 -1 0 4 —4 —4
(A-D* = -4 4 4 -4 4 4 |= 8 —8 -8
6 -7 —6 6 -7 —6 -8 8 8
Men kan dan kiezen :
0 0 -1 0 0 1
1 6 -7 —6 1 1

Dit geeft dezelfde vorm van de oplossing. Maar men zou u, ook anders kunnen kiezen :

0 -1 0 1 -1
0 6 -7 —6 0 -1
Dit leidt tot een iets andere vorm van de oplossing :
1 1 1 1
z(t) = 0 Jt+ [ 1 ettea| 0 |et+es 2 et
1 0 1 —2
7. maandag 20 december 1999
(a) Eerst berekenen we de eigenwaarden van A :
| 5= -8 9 _
\A—rI|—' 4 _7_T‘—r +2r—3=(r—1)(r+3).
De eigenwaarden zijn dus : 71 = 1 en ro = —3. Voor de eigenvectoren vinden we
nu :
rp=1: 4 -8 — v = 2
T 4 -8 !
en

8
7“2——3. <4

Hieruit volgt dat de oplossing van x

z

12

-8
—4

1
1

) — ()

'(t) = Az(t) gelijk is aan :

()]



Nu is e4 (zie : § 7.7) gelijk aan de fundamentaalmatrix ¥(t) die voldoet aan

U(0) = I (de eenheidsmatrix). Dus :

2 1110 1 10 1 1 0 1 -1
1 1]10 1 0 —-1(1 -2 0 1] -1 2/
Hieruit volgt (voor de eerste kolom ¢; = 1 en co = —1 en voor de tweede kolom

cp=—-lency=2):

2et — ™3t _2¢t 4 273t

et — 3t _gt 4 9e-3t

Er zijn drie mogelijkheden (zie : § 7.9) :
Methode 1. Via diagonaliseren : A = TDT~! met D = diag(1,—3) en

(21 (1 -1
T_<1 1) — 7 _<_1 2).

Stel nu z(t) = T'y(t), dan volgt :

/(0 = Dy 4 hie) met ho) =g = (% )

Dus :
y1(t) = yi(t) + (1 + 2t)e! yi(t) = (£ +t)e' + cref
=
yh(t) = —3ya(t) — (1 + 4t)et yo(t) = —tet + coe™ 3.
Dan volgt tenslotte :
B 2 1 (t2 + 1)et + cpet
a(t) = < > < —tel + coe™ 3

=l )

>t2t <é>tet+cl<?>et+02<1>egt.

e! + vyte! + vsel, dan volgt (methode van onbepaalde
(t2 + 2t)el + vy (t + 1)e! + vget. Invullen geeft dan :

Methode 2. Stel x

coéfficiénten) : ok (

2t2—|-te + 2ciet + cpe 3t
t2el + crel + coe™ 3
(t
z,(t) =

1
vy (2 +2t) el +u,(t+1)el +vzel = Ayltzet—i—Aygtet—i—Agget—l—( 0 ) et—|—< _02 ) te'.

Hieruit volgt :

wea(?)

0
A22+<_2>:2Q1+22 — (A_[)QQZQQI_F(g)

1
Ayg+<0>zyz+yg (A—I)23:92—<(1)>.
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Dus :

4 -8 da 1 9
(4 —8‘2a+2> — a=1 en Q2_<0>+ﬁ(1)‘

Hieruit volgt :

v = < i > en bijvoorbeeld vy = < (1) > = U3 = ( f ) bijv.

De oplossing is dus :

z(t) = ( ? >t26t+<é>tet+cl<?>+62( } )e—?’t.

Methode 3. Een fundamentaalmatrix (eenvoudiger dan e?) is

2¢t 73t 2 1 e 0
‘Ij(t) - ( et e—3t > - ( 1 1 > ( 0 e—3t )
—t —t -t
1 [ € 0 1 -1\ e —e
v (t) - ( 0 €3t ) < -1 9 > - < _€3t 2e3t ) .

Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten) :

V(t)u(t) + U/ (t) = AV()ult) + g(t) = V(H)u'(t) = g().

Dus :

ywzvﬂwm=<f; ;J)(3;>:<—&:3W>'

Hieruit volgt
t+t2+ ¢

u(t) = < —tet + ¢y )

en dus is de oplossing :

2¢t e 3t t+t2+ ¢
o) = wiowe = (%0 o ) (AT
(2t2 + t)e! + 2cret + coe™3

tZet 4+ clet + 626_3t

_ 2\ 2 1 ¢ 2\ 4 L\ 3
= (1>te+<0>t6+01(1>e+02 1 e .
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8. woensdag 1 maart 2000

(a)

Eerst berekenen we de eigenwaarden van A :

2= -1 _ 2 2 4
|A TI’—‘ 3 _Q_T’—r 443=r*=1=(r—-1)(r+1).
De eigenwaarden zijn dus : 71 = 1 en ro = —1. Voor de eigenvectoren vinden we
nu :
1
et (65) = oee(h)
en

u=(3)

Az(t) gelijk is aan :

e (271)
(t) =

Hieruit volgt dat de oplossing van z/(t

Nu is e (zie : § 7.7) gelijk aan de fundamentaalmatrix W(¢) die voldoet aan
U(0) = I (de eenheidsmatrix). Dus :

1 1|10 11 10 2 0 3 -2

1 3101 0 2] -11 0 2| -1 1)
Hieruit volgt (voor de eerste kolom ¢; = 3/2 en ca = —1/2 en voor de tweede kolom
cg=-1/2enco=1/2):

At

At

Er zijn drie mogelijkheden (zie : § 7.9) :
Methode 1. Via diagonaliseren : A = TDT~! met D = diag(1,—1) en

(11 L1 3 -1
T‘(1 3) = 7 _§<—1 1>'
Stel nu z(t) = T'y(t), dan volgt :

(0 =Dy + 1) met 10 =70 = (2 )

<

Dus :
yi(t) = y1(t) + 2€ y1(t) = 2tet + ciet

ya(t) = —ya(t) — € ya(t) = —Set +cpe .

15



Dan volgt tenslotte :

1 1 2te! + cret
Q(t) = = _let + CQ€_t

—% 6 —i—cle + coe™ t

(2t—— et + cret 4+ 3cge™t

(Ve (B era(D)era(l)e

Methode 2. Stel z,,(t) = v tel + UQe dan volgt (methode van onbepaalde coéffi-
ciénten) : a;,(t) = vy (t + )e + vyel. Invullen geeft dan :

—_ =

vy (t+ 1)ef + vget = Avgte’ + Avge + < _11 > et

Hieruit volgt :

Au =10 leo‘(i)

1 —
A22+<—1>:Ql+y2 (A—I)22221_<_11>'

1 —1] a—1 a9 ()
3 —3| a+1 a=s L=y 1)

Hieruit volgt :

v = 2( i > en bijvoorbeeld v, = ( é ) bijv.

De oplossing is dus :

g(t):<1>2tet+<é)et+cl<i>+02<;>et.

At)

Dus :

is

el et 11 e 0
\Il(t)_<et 3et>_<l 3><O et>
met als inverse
—t —t —t
10 [ € 0\1 3 -1\ _1/3e —e
v (t) - ( 0 et ) 9 < -1 1 - 9 _et et .
Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten) :

' (tu(t) + U(t)u'(t) = AV(Hult) +g(t) =  Hu'(t) =g().

Methode 3. Een fundamentaalmatrix (eenvoudiger dan e

16



Dus :

Hieruit volgt

2t 4+ 1
u(t) = ( —Lle g )
en dus is de oplossing :

z(t) = ‘I’(t)u(t)=<€i 36e_tf>< %t;q >

e —5e7 + 2

(2t — 2)et + crel + coe

(2t — 3)et + cre! + 3cpe™!

_ 1 . 11 ‘ 1 ‘ 1 4
= <1>2te—§<3)e+cl<1>e+c2 3 e .

. donderdag 2 november 2000

(a) Bereken eerst de eigenwaarden van A :

\A—M!=‘ 2—-)\ -1

. _A‘:A2_2A+5:()\—1)2+4 = A=1%2i

Dan de bijbehorende eigenvectoren :

. 1—-2i -1 1
A=1+2 : < 5 —1—2i> — Q_<1—2Z'>'

Nu geldt :
veM = 1 e1+20t — L e'(cos 2t + isin 2t)
- 1—22 1—2
_ cos 2t ot 4 sin 2t o
o cos 2t + 2sin 2t sin 2t — 2 cos 2t '
Dus
_ cos 2t sin 2t ;
L(t) = ( cos 2t + 2sin 2t sin 2t — 2cos 2t )e

is een fundamentaalmatrix voor z/(t) = Ax(t).
(b) Stel z,(t) = ue' + vt + w, dan volgt : z7,(t) = ue’ + v. Invullen geeft :

uet+g=Auet+Ayt+Aw+(1 )et—i-(O )t.

0 1
Dus
wefen_ [ame(d)
(1) = e ()
Aw=v Aw = v.

17



Voor (A—Iu = ( _é ) vinden we nu :

Dus :

en

Aw=21<§ _(1)‘:§>N<g 8‘_§> — YT

Dus:gp(t):i<é)et—é<;>t+%<_i>.

De algemene oplossing is dan :

(t) = z,(t) + &1 ( cos 21 ) o 4o ( sin 2¢ > ‘

cos 2t + 2sin 2t sin 2¢ — 2 cos 2t

02|
A

b
~—

I8

10. maandag 22 januari 2001

2 2 2
Het stelsel kan geschreven worden in de vorm z'(t) = Az(t) met A= [ 0 1 -1
01 3
We bepalen eerst de eigenwaarden van A :
2—A 2 2
A=XN|=| 0 1-Xx -1 = (2—A)‘1IA 3__1A’
0 1 3—A
= (2NN —4r+4)=(2- 2>
A heeft dus een drievoudige eigenwaarde A = 2 :
0 2 2 0 1 1 1 0
A=2 0 -1 -1 ]~ 00O — Ey =Span{| 0 |, 11}
0o 1 1 0 00 0 -1
Dus
1 0
z(t)=| 0 | e en zy(t) = 1 |e*
0 -1

zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen van z/(t) = Axz(t). We zoeken nog een derde
oplossing : stel z(t) = ute? + ve?, dan volgt dat 2'(t) = u(2t + 1)e? + 2ve?. Invullen
geeft dan

u(2t + 1)6% + 2ve?t = Aute® + Ave?l.

18



Hieruit volgt dat

Au = 2u (A-2u=o0

Av=u+2v (A—=2Iv = u.

Om een gegeneraliseerde eigenvector v te vinden moeten we een geschikte keuze voor u
maken :

0 -1 —-1| B —  a=-28.

2
Kies dus bijvoorbeeld : « =2 en = —1,dan volgt : u=| —1 |. Voor v kunnen we
1
0 0
dan (bijvoorbeeld) v=| 1 | ofu=| 0 | kiezen. Dus :
0 1
2 0
z3t) = =1 |te?+ | 1 |¢&*
1 0

is ook een oplossing van z/(t) = Az(t). De algemene oplossing is dus :

1 0 2 0
zt)=c1 | 0 | e+ 1 |e¥+es -1 Jt+| 1 e,
0 -1 1 0

. dinsdag 5 juni 2001
Het stelsel kan geschreven worden in de vorm

r0 = (3 2 )0+ 5 )-

We berekenen nu eerst de eigenwaarden van de matrix :

2—r -1

_ .2 02— _
3 —2—7"_T 443=r*-1=(r-1)r+1) = r==£1.

Voor de eigenvectoren vinden we nu :

rr=1": L-l — vy =
! 3 -3 =1
3 -1 1

Hieruit volgt de fundamentaalmatrix

en



Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

et

—e

W) + v = (5 Ty )+

Il
N
| o
Q,
~_

) = v

Hieruit volgt

u'(t) =01t ( —6; ) = % < ?f;tt _sj > ( _it > = ( _i% >

_ 1 e L1 ¢ 1 ¢ 1 —t
= 2<1>t6—§<3>e+c1<1)e—|—02 5 )€
(11 41 3 -1
T‘<1 3) = 1 _§<—1 1>'
Dan volgt

y’(t)ZT‘1<§ :; >Tg(t)+T‘1( _6; ) = (é _(1) )g(t)—l—T_l(_ll )et.

Nu is

en dus
n-(3 (20 — {100

Hieruit volgt dat
y1(t) = 2tet + ciet

1
ya(t) = —iet + 9t
en dus
2te! + cpet
—%et + Cge_t

1 1 _
)et+01<1>et—|—02<3>e ¢
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