
Tentamenopgaven over hfdst. 7

1. donderdag 31 oktober 1996
Bereken met matrixmethoden (bijvoorbeeld variatie van constanten) de algemene op-
lossing van het eerste orde stelsel

x′(t) =
(

2 1
−2 0

)
x(t) +

(
et

−et
)
.

2. donderdag 9 januari 1997
Gegeven is de matrix

A =

 −1 −2 −2
1 2 1
3 2 4


met eigenwaarden r1 = r2 = 2 en r3 = 1. Bepaal de algemene oplossing het stelsel

x′(t) = Ax(t).

3. donderdag 22 januari 1998
De matrix A en de vectorfunctie g(t) worden gegeven door

A =

 2 1 2
1 2 2
−1 −1 −1

 en g(t) =

 6t+ 1
1
−1

 et.

De defecte matrix A heeft de drievoudige eigenwaarde r1 = r2 = r3 = 1. Bepaal de
algemene oplossing van het inhomogene stelsel

x′(t) = Ax(t) + g(t).

4. woensdag 18 maart 1998
Bepaal de algemene oplossing van het stelsel

x′(t) =
(

2 −1
3 −2

)
x(t) +

(
et

−et
)
.

5. maandag 14 december 1998
De matrix A en de vectorfunctie g(t) worden gegeven door

A =

 0 0 −2
−1 1 −2

1 0 3

 en g(t) =

 et

t+ et

−et

 .

De matrix A heeft de eigenwaarden r1 = 2 en r2 = r3 = 1. Bepaal de algemene oplossing
van het inhomogene stelsel

x′(t) = Ax(t) + g(t).
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6. maandag 17 mei 1999
Gegeven is de matrix

A =

 1 −1 0
−4 5 4

6 −7 −5


met eigenwaarden r1 = r2 = 1 en r3 = −1. Bepaal de algemene oplossing het stelsel

x′(t) = Ax(t).

7. maandag 20 december 1999
Beschouw het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen gegeven door

x′(t) = Ax(t) + g(t) met A =
(

5 −8
4 −7

)
en g(t) =

(
1
−2t

)
et.

(a) Bepaal de matrix eAt.

(b) Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

8. woensdag 1 maart 2000
Beschouw het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen gegeven door

x′(t) = Ax(t) + g(t) met A =
(

2 −1
3 −2

)
en g(t) =

(
1
−1

)
et.

(a) Bepaal de matrix eAt.

(b) Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

9. donderdag 2 november 2000
Beschouw het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen gegeven door

x′(t) = Ax(t) + g(t) met A =
(

2 −1
5 0

)
en g(t) =

(
et

t

)
.

(a) Bepaal een fundamentaalmatrix voor het homogene stelsel x′(t) = Ax(t).

(b) Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

10. maandag 22 januari 2001
Bepaal de algemene oplossing van het homogene stelsel differentiaalvergelijkingen

x′1(t) = 2x1(t) +2x2(t) +2x3(t)

x′2(t) = x2(t) −x3(t)

x′3(t) = x2(t) +3x3(t).
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11. dinsdag 5 juni 2001
Bepaal de algemene oplossing van het inhomogene stelsel differentiaalvergelijkingen

x′1(t) = 2x1(t) − x2(t) + et

x′2(t) = 3x1(t) − 2x2(t) − et.
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Uitwerkingen van de opgaven over hfdst. 7

1. donderdag 31 oktober 1996
Eerst berekenen we de eigenwaarden van de matrix :∣∣∣∣ 2− r 1

−2 −r

∣∣∣∣ = r2 − 2r + 2 = (r − 1)2 + 1 =⇒ r = 1± i.

Voor de eigenvectoren vinden we nu :

r = 1 + i :
(

1− i 1
−2 −1− i

)
−→ v =

(
−1

1− i

)
.

Hieruit volgt :

vert =
(
−1

1− i

)
e(1+i)t =

(
−1

1− i

)
et(cos t+ i sin t)

=
(

− cos t
cos t+ sin t

)
et + i

(
− sin t

sin t− cos t

)
et.

Dus :

Ψ(t) =
(

− cos t − sin t
cos t+ sin t sin t− cos t

)
et

is een fundamentaalmatrix met inverse

Ψ−1(t) =
(

sin t− cos t sin t
− cos t− sin t − cos t

)
e−t.

Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) =
(

2 1
−2 0

)
Ψ(t)u(t) +

(
et

−et
)
.

Hieruit volgt

Ψ(t)u′(t) =
(

et

−et
)

=
(

1
−1

)
et

en dus

u′(t) = Ψ−1(t)
(

1
−1

)
et =

(
sin t− cos t sin t
− cos t− sin t − cos t

)(
1
−1

)
=
(
− cos t
− sin t

)
.

We vinden nu

u(t) =
(
− sin t+ c1

cos t+ c2

)
en dus :

x(t) = Ψ(t)u(t) =
(

− cos t − sin t
cos t+ sin t sin t− cos t

)
et
(
− sin t+ c1

cos t+ c2

)
=

(
0
−1

)
et + c1

(
− cos t

cos t+ sin t

)
et + c2

(
− sin t

sin t− cos t

)
et.
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Het kan eventueel ook alsvolgt (zie ook : § 7.9). Stel x(t) = Ty(t) met

T =
(
−1 −1

1− i 1 + i

)
=⇒ T−1 =

1
2

(
−1 + i i
−1− i −i

)
.

Dan volgt

y′(t) = T−1

(
2 1
−2 0

)
Ty(t) + T−1

(
et

−et
)

=
(

1 + i 0
0 1− i

)
y(t) + T−1

(
et

−et
)
.

Nu is

T−1

(
et

−et
)

=
1
2

(
−1 + i i
−1− i −i

)(
et

−et
)

=
1
2

(
1
1

)
et

en dus

y′(t) =
(

1 + i 0
0 1− i

)
y(t) +

1
2

(
1
1

)
et =⇒


y′1(t) = (1 + i)y1(t) +

1
2
et

y′2(t) = (1− i)y2(t) +
1
2
et.

Hieruit volgt dat
y1(t) =

1
2
iet + c3e

(1+i)t =
1
2
iet + c3e

t(cos t+ i sin t)

y2(t) = −1
2
iet + c4e

(1−i)t = −1
2
iet + c4e

t(cos t− i sin t)

met c3, c4 ∈ C en dus

x(t) = Ty(t) =
(
−1 −1

1− i 1 + i

)(
1
2 ie

t + c3e
t(cos t+ i sin t)

−1
2 ie

t + c4e
t(cos t− i sin t)

)
=

(
0
−1

)
et + (c3 + c4)

(
− cos t

cos t+ sin t

)
et + i(c3 − c4)

(
− sin t

sin t− cos t

)
et.

De reële oplossing is dus

x(t) =
(

0
−1

)
et + c1

(
− cos t

cos t+ sin t

)
et + c2

(
− sin t

sin t− cos t

)
et

met c1, c2 ∈ R.

2. donderdag 9 januari 1997
Eerst bepalen we de eigenvectoren van A :

r1 = 2 :

 −3 −2 −2
1 0 1
3 2 2

 ∼
 1 0 1

0 2 −1
0 0 0

 −→ v1 =

 −2
1
2


en

r2 = 1 :

 −2 −2 −2
1 1 1
3 2 3

 ∼
 1 0 1

0 1 0
0 0 0

 −→ v2 =

 1
0
−1

 .
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Stel nu x(t) = (u1t+ u2)e2t, dan volgt (zie : § 7.8) :

(2u1t+ u1 + 2u2) e2t = A(u1t+ u2)e2t =⇒ Au1 = 2u1 en Au2 = u1 + 2u2.

Hieruit volgt :
(A− 2I)u1 = o

(A− 2I)u2 = u1

oftewel (A− 2I)2u2 = o −→ u1 = (A− 2I)u2.

Stel nu bijvoorbeeld u1 = v1, dan volgt : −3 −2 −2
1 0 1
3 2 2

∣∣∣∣∣∣
−2

1
2

 ∼
 1 0 1

0 2 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
−1

0

 −→ u2 =

 0
0
1

 bijv.

De oplossing is dus :

x(t) = c1


 −2

1
2

 t+

 0
0
1

 e2t + c2

 −2
1
2

 e2t + c3

 1
0
−1

 et.

Via (A− 2I)2u2 = o kan ook :

(A− 2I)2 =

 −3 −2 −2
1 0 1
3 2 2

 −3 −2 −2
1 0 1
3 2 2

 =

 1 2 0
0 0 0
1 2 0

 .

Men kan dan kiezen :

u2 =

 0
0
1

 −→ u1 = (A− 2I)u2 =

 −3 −2 −2
1 0 1
3 2 2

 0
0
1

 =

 −2
1
2

 .

Dit geeft dezelfde vorm van de oplossing. Maar men zou u2 ook anders kunnen kiezen :

u2 =

 2
−1
0

 −→ u1 = (A− 2I)u2 =

 −3 −2 −2
1 0 1
3 2 2

 2
−1
0

 =

 −4
2
4

 .

Dit leidt tot een iets andere vorm van de oplossing :

x(t) = c1


 −4

2
4

 t+

 2
−1
0

 e2t + c2

 −2
1
2

 e2t + c3

 1
0
−1

 et.

3. donderdag 22 januari 1998
Eerst bepalen we de eigenvectoren van A bij de eigenwaarde r = 1 : 1 1 2

1 1 2
−1 −1 −2

 ∼
 1 1 2

0 0 0
0 0 0

 −→ v1 =

 1
−1
0

 en v2 =

 0
2
−1

 .
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Stel nu x(t) = (u1t+ u2)et, dan volgt (zie : § 7.8) :

(u1t+ u1 + u2) et = A(u1t+ u2)et =⇒ Au1 = u1 en Au2 = u1 + u2.

Hieruit volgt :
(A− I)u1 = o

(A− I)u2 = u1

oftewel (A− I)2u2 = o −→ u1 = (A− I)u2.

Nu moet u1 = α

 1
−1
0

 + β

 0
2
−1

 zo gekozen worden (zie : §7.8, opgave 18 op

blz. 409) dat (A− I)u2 = u1 oplosbaar is : 1 1 2
1 1 2
−1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣
α

−α+ 2β
−β

 =⇒ α = β = −α+ 2β.

Kies dus bijvoorbeeld α = β = 1 :

u1 =

 1
1
−1

 =⇒

 1 1 2
1 1 2
−1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣
1
1
−1

 ∼
 1 1 2

0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0

 .

Kies nu (uit vele mogelijkheden) bijvoorbeeld u2 =

 1
0
0

, dan luidt de oplossing van

de homogene differentiaalvergelijking x′(t) = Ax(t) :

x(t) = c1


 1

1
−1

 t+

 1
0
0

 et + c2

 1
−1
0

 et + c3

 0
2
−1

 et.

Via (A− 2I)2u2 = o kan ook :

(A− 2I)2 =

 1 1 2
1 1 2
−1 −1 −2

 1 1 2
1 1 2
−1 −1 −2

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = O.

Men kan dan u2 willekeurig kiezen. De bijbehorende u1 volgt dan uit u1 = (A − I)u2.
De oplossing van x′(t) = Ax(t) ziet er dan zo uit :

x(t) = c1 {u1t+ u2} et + c2

 1
−1
0

 et + c3

 0
2
−1

 et.

Als fundamentaalmatrix Ψ(t) kunnen we dus kiezen :

Ψ(t) =

 t+ 1 1 0
t −1 2
−t 0 −1

 et =⇒ Ψ−1(t) =

 1 1 2
−t −t− 1 −2t− 2
−t −t −2t− 1

 e−t.
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Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) = AΨ(t)u(t) + g(t) =⇒ Ψ(t)u′(t) = g(t).

Dus :

u′(t) = Ψ−1(t)g(t) =

 1 1 2
−t −t− 1 −2t− 2
−t −t −2t− 1

 e−t

 6t+ 1
1
−1

 et =

 6t
−6t2 + 1
−6t2 + 1

 .

Hieruit volgt

u(t) =

 3t2 + c1

−2t3 + t+ c2

−2t3 + t+ c3


en dus is de oplossing :

x(t) = Ψ(t)u(t) =

 t+ 1 1 0
t −1 2
−t 0 −1

 et

 3t2 + c1

−2t3 + t+ c2

−2t3 + t+ c3


=

 t3 + 3t2 + t
t3 + t
−t3 − t

 et + c1

 t+ 1
t
−t

 et + c2

 1
−1
0

 et + c3

 0
2
−1

 et.

4. woensdag 18 maart 1998
Eerst berekenen we de eigenwaarden van de matrix :∣∣∣∣ 2− r −1

3 −2− r

∣∣∣∣ = r2 − 4 + 3 = r2 − 1 = (r − 1)(r + 1) =⇒ r = ±1.

Voor de eigenvectoren vinden we nu :

r1 = 1 :
(

1 −1
3 −3

)
−→ v1 =

(
1
1

)
en

r2 = −1 :
(

3 −1
3 −1

)
−→ v2 =

(
1
3

)
.

Hieruit volgt de fundamentaalmatrix

Ψ(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)
=⇒ Ψ−1(t) =

1
2

(
3e−t −e−t
−et et

)
.

Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) =
(

2 −1
3 −2

)
Ψ(t)u(t) +

(
et

−et
)

=⇒ Ψ(t)u′(t) =
(

et

−et
)
.

Hieruit volgt

u′(t) = Ψ−1(t)
(

et

−et
)

=
1
2

(
3e−t −e−t
−et et

)(
et

−et
)

=
(

2
−e2t

)
.
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We vinden nu

u(t) =
(

2t+ c1

−1
2e

2t + c2

)
en dus :

x(t) = Ψ(t)u(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)(
2t+ c1

−1
2e

2t + c2

)
=

(
2t− 1

2
2t− 3

2

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t

= 2
(

1
1

)
tet − 1

2

(
1
3

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.

Het kan ook alsvolgt (zie ook : § 7.9). Stel x(t) = Ty(t) met

T =
(

1 1
1 3

)
=⇒ T−1 =

1
2

(
3 −1
−1 1

)
.

Dan volgt

y′(t) = T−1

(
2 −1
3 −2

)
Ty(t) + T−1

(
et

−et
)

=
(

1 0
0 −1

)
y(t) + T−1

(
1
−1

)
et.

Nu is

T−1

(
1
−1

)
=

1
2

(
3 −1
−1 1

)(
1
−1

)
=
(

2
−1

)
en dus

y′(t) =
(

1 0
0 −1

)
y(t) +

(
2
−1

)
et =⇒


y′1(t) = y1(t) + 2et

y′2(t) = −y2(t)− et.

Hieruit volgt dat 
y1(t) = 2tet + c1e

t

y2(t) = −1
2
et + c2e

−t

en dus

x(t) = Ty(t) =
(

1 1
1 3

)(
2tet + c1e

t

−1
2e
t + c2e

−t

)
= 2

(
1
1

)
tet − 1

2

(
1
3

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.

5. maandag 14 december 1998
Eerst bepalen we de eigenvectoren van A :

r1 = 2 :

 −2 0 −2
−1 −1 −2

1 0 1

 ∼
 1 0 1

0 1 1
0 0 0

 −→ v1 =

 1
1
−1
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en

r2 = 1 :

 −1 0 −2
−1 0 −2

1 0 2

 ∼
 1 0 2

0 0 0
0 0 0

 −→ v2 =

 0
1
0

 , v3 =

 2
0
−1

 .

De matrix A is dus diagonaliseerbaar (niet defect). Een fundamentaalmatrix Ψ(t) is
dus bijvoorbeeld :

Ψ(t) =

 e2t 0 2et

e2t et 0
−e2t 0 −et

 =

 1 0 2
1 1 0
−1 0 −1

 e2t 0 0
0 et 0
0 0 et


met als inverse

Ψ−1(t) =

 e−2t 0 0
0 e−t 0
0 0 e−t

 −1 0 −2
1 1 2
1 0 1

 =

 −e−2t 0 −2e−2t

e−t e−t 2e−t

e−t 0 e−t


Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) = AΨ(t)u(t) + g(t) =⇒ Ψ(t)u′(t) = g(t).

Dus :

u′(t) = Ψ−1(t)g(t) =

 −e−2t 0 −2e−2t

e−t e−t 2e−t

e−t 0 e−t

 et

t+ et

−et

 =

 e−t

te−t

0

 .

Hieruit volgt

u(t) =

 −e−t + c1

−(t+ 1)e−t + c2

c3


en dus is de oplossing :

x(t) = Ψ(t)u(t) =

 −e−2t 0 −2e−2t

e−t e−t 2e−t

e−t 0 e−t

 −e−t + c1

−(t+ 1)e−t + c2

c3


=

 −et
−et − t− 1

et

+ c1

 1
1
−1

 e2t + c2

 0
1
0

 et + c3

 2
0
−1

 et.

Het kan ook alsvolgt (zie ook : § 7.9). Stel x(t) = Ty(t) met

T =

 1 0 2
1 1 0
−1 0 −1

 =⇒ T−1 =

 −1 0 −2
1 1 2
1 0 1

 .

Dan volgt
y′(t) = T−1ATy(t) + T−1g(t).
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Nu geldt :

T−1AT = diag(2, 1, 1) en T−1g(t) =

 −1 0 −2
1 1 2
1 0 1

 et

t+ et

−et

 =

 et

t
0


Dus volgt : 

y′1(t) = 2y1(t) + et

y′2(t) = y2(t) + t

y′3(t) = y3(t)

=⇒


y1(t) = −et + c1e

2t

y2(t) = −t− 1 + c2e
t

y3(t) = c3e
t.

De oplossing is dus :

x(t) = Ty(t) =

 1 0 2
1 1 0
−1 0 −1

 −et + c1e
2t

−t− 1 + c2e
t

c3e
t


=

 −et
−et − t− 1

et

+ c1

 1
1
−1

 e2t + c2

 0
1
0

 et + c3

 2
0
−1

 et.

6. maandag 17 mei 1999
Eerst bepalen we de eigenvectoren van A :

r1 = 1 :

 0 −1 0
−4 4 4

6 −7 −6

 ∼
 1 0 −1

0 1 0
0 0 0

 −→ v1 =

 1
0
1


en

r2 = −1 :

 2 −1 0
−4 6 4

6 −7 −4

 ∼
 2 0 1

0 1 1
0 0 0

 −→ v2 =

 1
2
−2

 .

Stel nu x(t) = (u1t+ u2)et, dan volgt (zie : § 7.8) :

(u1t+ u1 + 2u2) et = A(u1t+ u2)et =⇒ Au1 = u1 en Au2 = u1 + u2.

Hieruit volgt :
(A− I)u1 = o

(A− I)u2 = u1

oftewel (A− I)2u2 = o −→ u1 = (A− I)u2.

Stel nu bijvoorbeeld u1 = v1, dan volgt : 0 −1 0
−4 4 4

6 −7 −6

∣∣∣∣∣∣
1
0
1

 ∼
 1 0 −1

0 1 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−1
−1

0

 −→ u2 =

 0
−1
1

 bijv.
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De oplossing is dus :

x(t) = c1


 1

0
1

 t+

 0
−1
1

 et + c2

 1
0
1

 et + c3

 1
2
−2

 e−t.

Via (A− I)2u2 = o kan ook :

(A− I)2 =

 0 −1 0
−4 4 4

6 −7 −6

 0 −1 0
−4 4 4

6 −7 −6

 =

 4 −4 −4
8 −8 −8
−8 8 8

 .

Men kan dan kiezen :

u2 =

 0
−1
1

 −→ u1 = (A− I)u2 =

 0 −1 0
−4 4 4

6 −7 −6

 0
−1
1

 =

 1
0
1

 .

Dit geeft dezelfde vorm van de oplossing. Maar men zou u2 ook anders kunnen kiezen :

u2 =

 1
1
0

 −→ u1 = (A− I)u2 =

 0 −1 0
−4 4 4

6 −7 −6

 1
1
0

 =

 −1
0
−1

 .

Dit leidt tot een iets andere vorm van de oplossing :

x(t) = c1

−
 1

0
1

 t+

 1
1
0

 et + c2

 1
0
1

 et + c3

 1
2
−2

 e−t.

7. maandag 20 december 1999

(a) Eerst berekenen we de eigenwaarden van A :

|A− rI| =
∣∣∣∣ 5− r −8

4 −7− r

∣∣∣∣ = r2 + 2r − 3 = (r − 1)(r + 3).

De eigenwaarden zijn dus : r1 = 1 en r2 = −3. Voor de eigenvectoren vinden we
nu :

r1 = 1 :
(

4 −8
4 −8

)
−→ v1 =

(
2
1

)
en

r2 = −3 :
(

8 −8
4 −4

)
−→ v2 =

(
1
1

)
.

Hieruit volgt dat de oplossing van x′(t) = Ax(t) gelijk is aan :

x(t) = c1

(
2
1

)
et + c2

(
1
1

)
e−3t.
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Nu is eAt (zie : § 7.7) gelijk aan de fundamentaalmatrix Ψ(t) die voldoet aan
Ψ(0) = I (de eenheidsmatrix). Dus :(

2 1
1 1

∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

1 1
0 −1

∣∣∣∣ 0 1
1 −2

)
∼
(

1 0
0 1

∣∣∣∣ 1 −1
−1 2

)
.

Hieruit volgt (voor de eerste kolom c1 = 1 en c2 = −1 en voor de tweede kolom
c1 = −1 en c2 = 2) :

eAt =

 2et − e−3t −2et + 2e−3t

et − e−3t −et + 2e−3t

 .

(b) Er zijn drie mogelijkheden (zie : § 7.9) :
Methode 1. Via diagonaliseren : A = TDT−1 met D = diag(1,−3) en

T =
(

2 1
1 1

)
=⇒ T−1 =

(
1 −1
−1 2

)
.

Stel nu x(t) = Ty(t), dan volgt :

y′(t) = Dy(t) + h(t) met h(t) = T−1g(t) =
(

1 + 2t
−1− 4t

)
et.

Dus : 
y′1(t) = y1(t) + (1 + 2t)et

y′2(t) = −3y2(t)− (1 + 4t)et
=⇒


y1(t) = (t2 + t)et + c1e

t

y2(t) = −tet + c2e
−3t.

Dan volgt tenslotte :

x(t) = Ty(t) =
(

2 1
1 1

)(
(t2 + 1)et + c1e

t

−tet + c2e
−3t

)

=

 (2t2 + t)et + 2c1e
t + c2e

−3t

t2et + c1e
t + c2e

−3t


=

(
2
1

)
t2et +

(
1
0

)
tet + c1

(
2
1

)
et + c2

(
1
1

)
e−3t.

Methode 2. Stel xp(t) = v1t
2et + v2te

t + v3e
t, dan volgt (methode van onbepaalde

coëfficiënten) : x′p(t) = v1(t2 + 2t)et + v2(t+ 1)et + v3e
t. Invullen geeft dan :

v1(t2+2t)et+v2(t+1)et+v3e
t = Av1t

2et+Av2te
t+Av3e

t+
(

1
0

)
et+

(
0
−2

)
tet.

Hieruit volgt :

Av1 = v1

Av2 +
(

0
−2

)
= 2v1 + v2

Av3 +
(

1
0

)
= v2 + v3

=⇒



v1 = α

(
2
1

)
(A− I)v2 = 2v1 +

(
0
2

)
(A− I)v3 = v2 −

(
1
0

)
.
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Dus : (
4 −8
4 −8

∣∣∣∣ 4α
2α+ 2

)
=⇒ α = 1 en v2 =

(
1
0

)
+ β

(
2
1

)
.

Hieruit volgt :

v1 =
(

2
1

)
en bijvoorbeeld v2 =

(
1
0

)
=⇒ v3 =

(
2
1

)
bijv.

De oplossing is dus :

x(t) =
(

2
1

)
t2et +

(
1
0

)
tet + c1

(
2
1

)
+ c2

(
1
1

)
e−3t.

Methode 3. Een fundamentaalmatrix (eenvoudiger dan eAt) is

Ψ(t) =
(

2et e−3t

et e−3t

)
=
(

2 1
1 1

)(
et 0
0 e−3t

)
met als inverse

Ψ−1(t) =
(
e−t 0
0 e3t

)(
1 −1
−1 2

)
=
(

e−t −e−t
−e3t 2e3t

)
.

Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) = AΨ(t)u(t) + g(t) =⇒ Ψ(t)u′(t) = g(t).

Dus :

u′(t) = Ψ−1(t)g(t) =
(

e−t −e−t
−e3t 2e3t

)(
et

−2tet

)
=
(

1 + 2t
−(1 + 4t)e4t

)
.

Hieruit volgt

u(t) =
(
t+ t2 + c1

−te4t + c2

)
en dus is de oplossing :

x(t) = Ψ(t)u(t) =
(

2et e−3t

et e−3t

)(
t+ t2 + c1

−te4t + c2

)

=

 (2t2 + t)et + 2c1e
t + c2e

−3t

t2et + c1e
t + c2e

−3t


=

(
2
1

)
t2et +

(
1
0

)
tet + c1

(
2
1

)
et + c2

(
1
1

)
e−3t.
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8. woensdag 1 maart 2000

(a) Eerst berekenen we de eigenwaarden van A :

|A− rI| =
∣∣∣∣ 2− r −1

3 −2− r

∣∣∣∣ = r2 − 4 + 3 = r2 − 1 = (r − 1)(r + 1).

De eigenwaarden zijn dus : r1 = 1 en r2 = −1. Voor de eigenvectoren vinden we
nu :

r1 = 1 :
(

1 −1
3 −3

)
−→ v1 =

(
1
1

)
en

r2 = −1 :
(

3 −1
3 −1

)
−→ v2 =

(
1
3

)
.

Hieruit volgt dat de oplossing van x′(t) = Ax(t) gelijk is aan :

x(t) = c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.

Nu is eAt (zie : § 7.7) gelijk aan de fundamentaalmatrix Ψ(t) die voldoet aan
Ψ(0) = I (de eenheidsmatrix). Dus :(

1 1
1 3

∣∣∣∣ 1 0
0 1

)
∼
(

1 1
0 2

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

)
∼
(

2 0
0 2

∣∣∣∣ 3 −2
−1 1

)
.

Hieruit volgt (voor de eerste kolom c1 = 3/2 en c2 = −1/2 en voor de tweede kolom
c1 = −1/2 en c2 = 1/2) :

eAt =

 3
2e
t − 1

2e
−t −1

2e
t + 1

2e
−t

3
2e
t − 3

2e
−t −1

2e
t + 3

2e
−t

 .

(b) Er zijn drie mogelijkheden (zie : § 7.9) :
Methode 1. Via diagonaliseren : A = TDT−1 met D = diag(1,−1) en

T =
(

1 1
1 3

)
=⇒ T−1 =

1
2

(
3 −1
−1 1

)
.

Stel nu x(t) = Ty(t), dan volgt :

y′(t) = Dy(t) + h(t) met h(t) = T−1g(t) =
(

2
−1

)
et.

Dus : 
y′1(t) = y1(t) + 2et

y′2(t) = −y2(t)− et
=⇒


y1(t) = 2tet + c1e

t

y2(t) = −1
2e
t + c2e

−t.
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Dan volgt tenslotte :

x(t) = Ty(t) =
(

1 1
1 3

)(
2tet + c1e

t

−1
2e
t + c2e

−t

)

=

 (2t− 1
2)et + c1e

t + c2e
−t

(2t− 3
2)et + c1e

t + 3c2e
−t


=

(
1
1

)
2tet +

(
1
0

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.

Methode 2. Stel xp(t) = v1te
t + v2e

t, dan volgt (methode van onbepaalde coëffi-
ciënten) : x′p(t) = v1(t+ 1)et + v2e

t. Invullen geeft dan :

v1(t+ 1)et + v2e
t = Av1te

t +Av2e
t +
(

1
−1

)
et.

Hieruit volgt :
Av1 = v1

Av2 +
(

1
−1

)
= v1 + v2

=⇒


v1 = α

(
1
1

)
(A− I)v2 = v1 −

(
1
−1

)
.

Dus : (
1 −1
3 −3

∣∣∣∣ α− 1
α+ 1

)
=⇒ α = 2 en v2 =

(
1
0

)
+ β

(
1
1

)
.

Hieruit volgt :

v1 = 2
(

1
1

)
en bijvoorbeeld v2 =

(
1
0

)
bijv.

De oplossing is dus :

x(t) =
(

1
1

)
2tet +

(
1
0

)
et + c1

(
1
1

)
+ c2

(
1
3

)
e−t.

Methode 3. Een fundamentaalmatrix (eenvoudiger dan eAt) is

Ψ(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)
=
(

1 1
1 3

)(
et 0
0 e−t

)
met als inverse

Ψ−1(t) =
(
e−t 0
0 et

)
1
2

(
3 −1
−1 1

)
=

1
2

(
3e−t −e−t
−et et

)
.

Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) = AΨ(t)u(t) + g(t) =⇒ Ψ(t)u′(t) = g(t).
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Dus :

u′(t) = Ψ−1(t)g(t) =
1
2

(
3e−t −e−t
−et et

)(
et

−et
)

=
(

2
−e2t

)
.

Hieruit volgt

u(t) =
(

2t+ c1

−1
2e

2t + c2

)
en dus is de oplossing :

x(t) = Ψ(t)u(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)(
2t+ c1

−1
2e

2t + c2

)

=

 (2t− 1
2)et + c1e

t + c2e
−t

(2t− 3
2)et + c1e

t + 3c2e
−t


=

(
1
1

)
2tet − 1

2

(
1
3

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.

9. donderdag 2 november 2000

(a) Bereken eerst de eigenwaarden van A :

|A− λI| =
∣∣∣∣ 2− λ −1

5 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 5 = (λ− 1)2 + 4 =⇒ λ = 1± 2i.

Dan de bijbehorende eigenvectoren :

λ = 1 + 2i :
(

1− 2i −1
5 −1− 2i

)
−→ v =

(
1

1− 2i

)
.

Nu geldt :

veλt =
(

1
1− 2i

)
e(1+2i)t =

(
1

1− 2i

)
et(cos 2t+ i sin 2t)

=
(

cos 2t
cos 2t+ 2 sin 2t

)
et + i

(
sin 2t

sin 2t− 2 cos 2t

)
et.

Dus :

Ψ(t) =
(

cos 2t sin 2t
cos 2t+ 2 sin 2t sin 2t− 2 cos 2t

)
et

is een fundamentaalmatrix voor x′(t) = Ax(t).
(b) Stel xp(t) = uet + vt+ w, dan volgt : x′p(t) = uet + v. Invullen geeft :

uet + v = Auet +Avt+Aw +
(

1
0

)
et +

(
0
1

)
t.

Dus : 
Au+

(
1
0

)
= u

Av +
(

0
1

)
= o

Aw = v

⇐⇒


(A− I)u =

(
−1

0

)
Av =

(
0
−1

)
Aw = v.
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Voor (A− I)u =
(
−1

0

)
vinden we nu :

(
1 −1
5 −1

∣∣∣∣ −1
0

)
∼
(

1 −1
0 4

∣∣∣∣ −1
5

)
∼
(

4 0
0 4

∣∣∣∣ 1
5

)
=⇒ u =

1
4

(
1
5

)
.

Dus :

Av =
(

0
−1

)
:
(

2 −1
5 0

∣∣∣∣ 0
−1

)
∼
(

0 5
5 0

∣∣∣∣ −2
−1

)
=⇒ v = −1

5

(
1
2

)
en

Aw = v :
(

2 −1
5 0

∣∣∣∣ −1
5
−2

5

)
∼
(

0 5
5 0

∣∣∣∣ 1
5
−2

5

)
=⇒ w = − 1

25

(
−2

1

)
.

Dus : xp(t) =
1
4

(
1
5

)
et − 1

5

(
1
2

)
t+

1
25

(
−2

1

)
.

De algemene oplossing is dan :

x(t) = xp(t) + c1

(
cos 2t

cos 2t+ 2 sin 2t

)
et + c2

(
sin 2t

sin 2t− 2 cos 2t

)
et.

10. maandag 22 januari 2001

Het stelsel kan geschreven worden in de vorm x′(t) = Ax(t) met A =

 2 2 2
0 1 −1
0 1 3

.

We bepalen eerst de eigenwaarden van A :

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 2

0 1− λ −1
0 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)
∣∣∣∣ 1− λ −1

1 3− λ

∣∣∣∣
= (2− λ)(λ2 − 4λ+ 4) = (2− λ)3.

A heeft dus een drievoudige eigenwaarde λ = 2 :

λ = 2 :

 0 2 2
0 −1 −1
0 1 1

 ∼
 0 1 1

0 0 0
0 0 0

 =⇒ E2 = Span{

 1
0
0

 ,

 0
1
−1

}.
Dus :

x1(t) =

 1
0
0

 e2t en x2(t) =

 0
1
−1

 e2t

zijn twee lineair onafhankelijke oplossingen van x′(t) = Ax(t). We zoeken nog een derde
oplossing : stel x(t) = ute2t + ve2t, dan volgt dat x′(t) = u(2t+ 1)e2t + 2ve2t. Invullen
geeft dan

u(2t+ 1)e2t + 2ve2t = Aute2t +Ave2t.
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Hieruit volgt dat 
Au = 2u

Av = u+ 2v
⇐⇒


(A− 2I)u = o

(A− 2I)v = u.

Om een gegeneraliseerde eigenvector v te vinden moeten we een geschikte keuze voor u
maken :  0 2 2

0 −1 −1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
α
β
−β

 =⇒ α = −2β.

Kies dus bijvoorbeeld : α = 2 en β = −1, dan volgt : u =

 2
−1

1

. Voor v kunnen we

dan (bijvoorbeeld) v =

 0
1
0

 of v =

 0
0
1

 kiezen. Dus :

x3(t) =

 2
−1

1

 te2t +

 0
1
0

 e2t

is ook een oplossing van x′(t) = Ax(t). De algemene oplossing is dus :

x(t) = c1

 1
0
0

 e2t + c2

 0
1
−1

 e2t + c3

 2
−1

1

 t+

 0
1
0

 e2t.

11. dinsdag 5 juni 2001
Het stelsel kan geschreven worden in de vorm

x′(t) =
(

2 −1
3 −2

)
x(t) +

(
et

−et
)
.

We berekenen nu eerst de eigenwaarden van de matrix :∣∣∣∣ 2− r −1
3 −2− r

∣∣∣∣ = r2 − 4 + 3 = r2 − 1 = (r − 1)(r + 1) =⇒ r = ±1.

Voor de eigenvectoren vinden we nu :

r1 = 1 :
(

1 −1
3 −3

)
−→ v1 =

(
1
1

)
en

r2 = −1 :
(

3 −1
3 −1

)
−→ v2 =

(
1
3

)
.

Hieruit volgt de fundamentaalmatrix

Ψ(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)
=⇒ Ψ−1(t) =

1
2

(
3e−t −e−t
−et et

)
.
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Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (zie : § 7.9, variatie van constanten) :

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) =
(

2 −1
3 −2

)
Ψ(t)u(t) +

(
et

−et
)

=⇒ Ψ(t)u′(t) =
(

et

−et
)
.

Hieruit volgt

u′(t) = Ψ−1(t)
(

et

−et
)

=
1
2

(
3e−t −e−t
−et et

)(
et

−et
)

=
(

2
−e2t

)
.

We vinden nu

u(t) =
(

2t+ c1

−1
2e

2t + c2

)
en dus :

x(t) = Ψ(t)u(t) =
(
et e−t

et 3e−t

)(
2t+ c1

−1
2e

2t + c2

)
=

(
2t− 1

2
2t− 3

2

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t

= 2
(

1
1

)
tet − 1

2

(
1
3

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.

Het kan ook alsvolgt (zie ook : § 7.9). Stel x(t) = Ty(t) met

T =
(

1 1
1 3

)
=⇒ T−1 =

1
2

(
3 −1
−1 1

)
.

Dan volgt

y′(t) = T−1

(
2 −1
3 −2

)
Ty(t) + T−1

(
et

−et
)

=
(

1 0
0 −1

)
y(t) + T−1

(
1
−1

)
et.

Nu is

T−1

(
1
−1

)
=

1
2

(
3 −1
−1 1

)(
1
−1

)
=
(

2
−1

)
en dus

y′(t) =
(

1 0
0 −1

)
y(t) +

(
2
−1

)
et =⇒


y′1(t) = y1(t) + 2et

y′2(t) = −y2(t)− et.

Hieruit volgt dat 
y1(t) = 2tet + c1e

t

y2(t) = −1
2
et + c2e

−t

en dus

x(t) = Ty(t) =
(

1 1
1 3

)(
2tet + c1e

t

−1
2e
t + c2e

−t

)
= 2

(
1
1

)
tet − 1

2

(
1
3

)
et + c1

(
1
1

)
et + c2

(
1
3

)
e−t.
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