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1. Invullen levert
2y () — t(t 4+ 2)y, (t) + (t+2)y1(t) = 0 — t(t + 2) + t(t +2) = 0.

Dus: yi1(t) =t is een oplossing. Stel nu y(¢) = tu(t) (methode van ordeverlaging), dan
volgt:
Y (t) =td (t) +u(t) en y"(t)=tud"(t)+ 2/ (t).

Invullen geeft dan
3u” (1) + 262/ (t) — t2(t + 2)u/ () — t(t + 2)u(t) + t(t + 2)u(t) =0

oftewel

t3(u" (t) — ' (t)) = 0.
Stel nu «/(t) = v(t) (methode van ordeverlaging), dan volgt: v'(t) — v(t) = 0. Hieruit
volgt: v(t) = cre en dus u(t) = c1e’ + co. De algemene oplossing is dus

y(t) = tu(t) = cite! + cat, c1,co € R.

2. Stel L{y(t)}(s) = Y(s) is de Laplace getransformeerde van y(t), dan volgt:

1 2 1
Y

sY(s) —y(0) =5 5 Y(s) =~

Met y(0) = 1 volgt dan:

1 1 st—1 s2—1
<5—53>Y(s):1—32 — T .Y(s)=1——.

Hieruit volgt:
5(s?2 —1) s(s?2 —1) s
Y($)= g1 = ta -1 211
st—1 (s2—=1)(s?+1) s?>+1

Terugtransformeren geeft ten slotte: y(t) = cost.




3. (a) We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

0=]A—rl| = =r? = r=0 (tweemaal).

2—r 4
-1 -2-r

Voor de eigenvectoren bij » = 0 vinden we dan:

o (24) ()

De matrix A is dus defect. Voor een gegeneraliseerde eigenvector vinden we:

2 4 2 1
e (2 4]3) (1)

De algemene oplossing van z/(t) = Az(t) is dus:

. . 2 2t +1
fc(t)261v160t+02(v1t+v2)60t261<_1>+02< _t )

W(t) = ( _21 2t_J;1 )

is een fundamentaalmatrix van 2/(¢t) = Az(t). Verder geldt:

m(o):(_f (1)> — \IJ_1(0)2<(1) _;>

eAt:\p(t).\Ifl(O):<_21 2t_t1>‘<(1) _;>:<1:&2t 1it2t)'

(b) Met behulp van de methode van variatie van de constanten vinden we:

z(t) =V(tut) = 2/(t) =V ()ut) + T(t)w'(?).

Dus:



Hieruit volgt:

+ +c2
en dus
_1 3.,
2(t) = UHult) = < _21 2t_4;1 ( fiit:sg ++621>
A3+ 2t 1)(t+2)? 2 2t + 1
= (G e ) e () (01

(a) De kritieke punten moeten voldoen aan:
Fr,y):=Q2+z)(y—2)=0 en G(z,y):=@-=z)(y+z)=0.

Hieruit volgt:

:—2 = —
r=-2 of y==x v v v
— r=4 en y==x
r=4 of y=—-=x
y=x en y=—um.

De drie kritieke punten van het stelsel zijn dus: (0,0), (—2,2) en (4,4).
(b) Merk op dat

F, F,\ _ y—r—2—-x x+2\ y—2x—2 x+4+2
Gy, Gy ) \—y—z+4—-2 4—2 ) \ —y—22+4+4 4—2z )’
In (0,0) vinden we dan het lineaire stelsel

z—0Y) -9 9 -0 '
y—0 - 4 4 y—0 met eigenwaarden r =1++/17.

In (—2,2) vinden we het lineaire stelsel

r+2Y) 4 0 T+ 2 .
<y_2> _<6 6><y—2> met eigenwaarden 711 = 6enro =4.

En in (4,4) vinden we het lineaire stelsel

r—4 /— —6 6 v—4 met eigenwaarden r = —3 4 iv/39
y—4) "\ s0)\y-1 By - '



(¢) Voor het niet-lineaire stelsel betekent dit:

e (0,0) is een instabiel zadelpunt (een positieve en een negatieve eigenwaarde)

e (—2,2) is een instabiele knoop (beide eigenwaarden zijn positief)

e (4,4) is een asymptotisch stabiel spiraalpunt (het reéle deel van de eigenwaar-
den is negatief)

5. Stel u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t) # 0. Invullen geeft dan:
o (X"(2)Y (y)T(t) + X (2)Y"(5)T()) = X ()Y (5)T'(0)
Delen door X (z)Y (y)T'(t) # 0 geeft vervolgens:

L (X"(@) | Y'()\ _ T'()
“ <X<w> Yy ) T

Het linkerlid hangt alleen af van x en y en niet van ¢, terwijl het rechterlid alleen van ¢
afhangt en niet van x en y. Deze kunnen dus alleen voor alle x en y en voor alle ¢ aan
elkaar gelijk zijn als ze constant zijn, dus:

o (X0 L), o IO

X(@) " Y() ONN
Hieruit volgt: T'(t) — oT(t) = 0 en
LX) V)
X(x) Y(y)

Het linkerlid hangt alleen af van x en niet van y, terwijl het rechterlid alleen van y
afhangt en niet van x. Dit kan dus ook alleen voor alle x en y aan elkaar gelijk zijn als
het constant is, dus:
X/I T Y/I
2 ():7_ en o —a? (y):T

X(x) Y(y)

hieruit volgt:

6. Stel u(z,t) = X(x)T(t) # 0, dan volgt:
T'(t)

X'@) _, (separstioconstante)
= . =0 separatieconstante).
X (z) () P

X"(2)T(t) = 4X (z)T'(t)
Hieruit volgt: X”(z) —oX(z) =0en T'(t) — 10T'(t) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: X (0) =0 en X(1) = 0. Dus:

X'"z)—oX(xz)=0, 0<z<l1
X(0)=0, X(1)=0.



(a) Voor o =0 vinden we: X”(x) = 0. Dus: X (z) = a1z + a2. Uit X(0) = X(1) =0
volgt dan a; = a2 = 0. Dus: ¢ = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X”(z) — p®X(x) = 0 en dus X(z) = by cosh pux +
by sinh px. Uit X(0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (1) = 0 volgt vervolgens dat
ba sinh u = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel 0 = —pu? < 0, dan volgt: X”(z) + p®X(x) = 0 en dus X (v) = c¢; cos px +
cosinpx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X (1) = 0 volgt vervolgens
dat cosinpu = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als siny =0 — pu =
nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:

op =—n’n?, n=1,2.3,...

met bijbehorende eigenfuncties

X, (z) =sin(nmz), n=1,2,3,....

2. 2

Voor T(t) vinden we dan Tp,(t) = e~ "% * met n=1,2,3,.... Dus:

> _'n27r2t .
u(z,t) = Z cpe” 4 sin(nrwx).

n=1

Uit de beginvoorwaarde volgt:

(e.¢]
u(z,0) = 2sin(rz) — 4sin(2m1z) <= Z cpsin(nmz) = 2sin(rx) — 4sin(27z).

n=1
Hieruit volgt dat ¢; =2, co = —4 en ¢, = 0 voor n = 3,4, 5, .... De oplossing is dus:

27r2t Tr2t

oo
u(x,t) = Z cne” i sin(nma) = 2e7°T sin(mx) — de~mt sin(27x).
n=1



