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1. De karakteristieke vergelijking is:
2 —2r4+1=0 oftewel (r—1)2=0. Dus: 7 =1 (tweemaal).
De algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking
y'(t) = 2y/(t) +y(t) =0

is dus
yn(t) = cre’ + cotel.
Voor een particuliere oplossing kunnen we de methode van variatie van de constanten
toepassen. Stel daarom: y(t) = uy(t)e! + ua(t)te’. Dan volgt:
Y (t) = vy (t)e! + ub(t)te’ 4ui(t)et +ua(t)(t + 1)e!

=0

Y (t) = ui(t)e! +uh(t)(t + 1)e’ + ui(t)e’ + ua(t)(t + 2)e'.

Invullen geeft dan:
t

dh(t)e! + uy(t)(t + 1)et = ﬁ
Dus:
uj(t)et + uh(t)te! =0 uh () +ub(t)t =0
T (H\ol 4 0 t ¢’ — ! / _
ui(t)et +uh(t)(t+ 1)et = e uj(t) +uh(t)(t+1) = T
Hieruit volgt:
()= T en (0= ~tuh(t) =~

1+ t2
Dus: 1
ug(t) = arctant +co en w(t) = —3 In(1 + t2) + c1.

De algemene oplossing is dus:

1
y(t) = —iet In(1+ tz) + tet arctant + cie! + catel, 1,0 € R.



2. Stel L{y(t)}(s) = Y(s) is de Laplace getransformeerde van y(t¢), dan volgt:

Y () = sy(0) =/ (0) +2[sY (5) = y(0)] + 2 (5) = 5 +e ™

Nu is: y(0) =1 en 3'(0) = 0. Dus volgt:

s34+ 252 + 25+ 2

2 _ S —ms _ -
(s +2s+2)Y(s)fs+2+m+e = 21 +e 75,
Hieruit volgt: ‘
s3 +25% + 2542 e "®

Y(s) = .
() (s2+1)(s2+25+2) s2+4+2s5+2
Met behulp van breuksplitsing vinden we

s +2s2+2s+2  As+B  C(s+1)+D
(s2+1)(s2+2s+2)  s2+4+1 (s+1)2+1
(As+ B)(s®+2s+2)+ (C(s+ 1)+ D)(s* + 1)
(s2+1)(s®2+2s+2)

En dus:
8 +252+25+2=(A+C)s*+ (2A+ B+ C+D)s* + (2A+ 2B+ C)s +2B+ C + D.
1 2 4 2
Hieruit volgt: A=-, B=-,C=—-en D = —. Dus:
) ) ) )
¥ (s) 1 s +2 1 +4 s+1 +2 1 n e~ s
8:7. —_— . —_ . —_— .
5 241 5 s2+1 5 (s+1)2+1 5 (s+1)24+1 (s+1)2+1

Terugtransformeren geeft ten slotte:

1 2 4 2
y(t) = £ cost + ¥ sint + ge_t cost + ge_t sint + ur(t)e” ™ sin(t — 7).

3. (a) We bepalen eerst de eigenwaarden van A:

O:|A—rI|:' S

_ .2 _ g
1 _2_T‘—T +1 — r=4:.

Voor de eigenvectoren bij » = ¢ vinden we dan:

. (2-i =5 2+
e 1 -2 =l )

vet = <2—1H )e“: ( 241_Z>(cost+isint)

2cost —sint .( cost—+ 2sint
— —I—Z . .
cost sint

Verder volgt:



U(t) = <

is een fundamentaalmatrix van 2/(¢t) = Az(t). Verder geldt:

) — \I/‘l(()):<(1) _;)

v(0) =

21
10

M=) vH0) =

2cost —sint cost+ 2sint

(
(

cost sint )

2cost —sint cost+ 2sint

cost sint
cost + 2sint —5sint
sint cost — 2sint

We zoeken een particuliere oplossing van de vorm

Invullen geeft dan:

Hieruit volg

Dus:

(A-Tu=

Hieruit volgt:

AU1:<

z,(t) = ue’ + vyt + v,.

ue' +v; = Aue' + Avit + Avy + ( g >et+<

t:

Aut (
)
) (

-5
-2

> Verder:
2
1

en dus: v; = ( 9 ) En ten slotte:
5| =5 = 0
-2 | -2 2o\ )
) (3N (5 0
Dus.a:p(t)—<1>e <2>t+<1>.

De algemene oplossing is dan:

o) = (

met c1,c9 €

AQQ — Ql :

)~

R.

I

(7

0
1

> < 2cost —sint >
+ +
cost

)
)

0 1
1 -2

—_— O
~
o

o

2)~(e 3 2)~(0 Y 3)

cost+ 2sint
sint

)



4.

(a)

(b)

De kritieke punten moeten voldoen aan: 1—zy = 0 én x —y> = 0. Dit betekent dat
r = y% en dat y* = 1. Dus: (—1,—1) en (1,1) zijn de enige twee kritieke punten
van het stelsel.

F, F,\ (-y -z
Merk op dat ( G G, ) = < 1 3y >

In (—1,—1) vinden we dan het lineaire stelsel

z+1Y 11 z+1 .
= met eigenwaarden r = -1+ V5.

y+1 1 -3 y+1

En in (1,1) vinden we het lineaire stelsel

!/
< z:i ) = < _1 ::1)) > ( i:i > met eigenwaarden r = —2 (tweemaal).

Voor het niet-lineaire stelsel betekent dit dat (—1, —1) een instabiel zadelpunt (een
positieve en een negatieve eigenwaarde) is en dat (1,1) een asymptotisch stabiele
knoop of een asymptotisch stabiel spiraalpunt is.

o0
a nmx
Een Fourier cosinusreeks voor f is f(z) = ?0 + E Qy, COS (T) met
n=1

aozz/;f(x)da::/oldle

en
Ty Y,
2
— L sin™™ n=123,
nm 2
Dus
1 2 &sin™t nmry 1 2= (—1)F (2k + 1)1z
Sy =5+ 3= e (G >_2+w22k+1cos< 5 >
n=1 k=0
> nm
Een Fourier sinusreeks voor f is f(z) = Z by, sin <T) met
n=1

b, = ;/()Qf(a:)sin (?) dm:/olsin (?) dm:—%cos <?> ’(1)

2

= —[1—(:03@}, n=123,....
nmw 2

Dus:

o0

f(w)_Qzl—cos";Sin<n;m:>.




6. Stel u(z,t) = X(x)T(t) # 0, dan volgt:

., B , X"(x) 1
AX"(@)T(t) = X (2)T"(t) = X(z) 4 T@)

=0 (separatieconstante).

Hieruit volgt: X" (z) —oX(x) =0 en T"(t) — 40T (t) = 0.
Uit de randvoorwaarden volgt: X (0) =0 en X(1) = 0. Dus:

X'"z)—0oX(z)=0, 0<zx<l
{X(O):(), X(1)=0.

(a) Voor o =0 vinden we: X”(x) = 0. Dus: X (z) = a1z + ag. Uit X(0) = X(1) =0
volgt dan a; = a2 = 0. Dus: ¢ = 0 is geen eigenwaarde.

(b) Stel ¢ = p? > 0, dan volgt: X”(z) — p®X(x) = 0 en dus X(z) = by cosh ux +
by sinh pz. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (1) = 0 volgt vervolgens dat
ba sinh = 0. Dus: by = 0, want p # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel o = —p? < 0, dan volgt: X"(x) + p?X(z) = 0 en dus X (z) = ¢ cospux +
casinpz. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(1) = 0 volgt vervolgens
dat cosinp = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als siny =0 — u =
nm, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve eigenwaarden:

O'n:—’I’L27T2, n=123,...
met bijbehorende eigenfuncties
Xn(z) =sin(nrx), n=1,2,3,....

Voor T'(t) vinden we dan T),(t) = ¢, cos(2nnt) + ky sin(2nnt) met n = 1,2,3,.... Dus:

u(x,t) = Z sin(nmx) [¢, cos(2nmt) + ky, sin(2nwt)] .

n=1

Uit de eerste beginvoorwaarde volgt:

u(z,0) =0 <= ch sin(nmz) = 0.

n=1

Hieruit volgt dat ¢, = 0 voor allen =1,2,3,....
Uit de tweede beginvoorwaarde volgt:

ut(x,0) = 2sin(mz) — 4sin(27x) <= Z 2nrky sin(nmx) = 2sin(mx) — 4sin(27z).
n=1

Hieruit volgt dat k; = 1/7, ko = —1/m en k, = 0 voor n = 3,4,5,.... De oplossing is
dus:

sin(7x) sin(27t) — sin(27x) sin(47t) '

u(z,t) = Z kyp sin(nmz) sin(2nmt) =

n=1

™



