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1. De algemene oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking y”(t) + y(t) = 0
is gelijk aan y(t) = c1cost + cosint. Voor de algemene oplossing van de inhomogene
differentiaalvergelijking gebruiken we de methode van variatie van de constanten. Stel

dus
y(t) = ui(t) cost + ua(t) sint.
Dan volgt
y'(t) = u)(t) cost + ub(t) sint —uy (¢) sint + ug(t) cost
=0
en

y'(t) = —u) (t) sint + ub(t) cost — up(t) cost — uz(t) sint.
Invullen geeft dan

1
—u} (t) sint + ub(t) cost = —

cost’
Dus:
uy(t) cost 4+ uy(t)sint = 0 cost sint uy (t) 0
' . ( —sint cost> (Ué(t) )Z( . )
—uj(t)sint + us(t) cost = -

Hieruit volgt dat
wi(t) | _ ( cost —sint 0\ _ (- sint
us(t) sint cost 1 1

2 cost

int
ul(t):—/sm dt =In(cost) +c1 en wug(t) =1+ co.

en dus

cost

De oplossing is dus

y(t) = ui(t) cost + ug(t)sint = costln(cost) 4+ tsint + ¢y cost + cosint.



2.

3.

Stel dat L£{y(t)}(s) = Y (s), dan volgt:

sY(s) —y(0) = = +Y(s)-

Met y(0) = 1 volgt dan

1 2 s s34+ 2
1— Y(s)=14 = <= ——Y(s)="—"1"
s( 32+1> (s) T3 s?2+1 (5) s3
Dus: 2 3 5 3 2
+1)(s% +2 +53422+2 1 1 2 2
v(s= L )gs )2t =ttt
S S S S S S

Terugtransformeren geeft ten slotte

1 1 1
=14 =t2+ =83+ —t°.
yt) =14 57+ 587+

(a) De matrix A is defect, want r = 2 is de enige eigenwaarde met algebraische multi-
pliciteit 2 en meetkundige (of geometrische) multipliciteit 1. Er geldt dat

ao-(4)2

een oplossing is van het homogene stelsel z/(t) = Az(t). Een tweede oplossing kan
geschreven worden in de vorm

zo(t) = (ut +v) e

met

(A=2)u=0 en (A-2I)v=u.
Dus: u is een eigenvector van A behorende bij de eigenwaarde 2 en v is een bijbe-

horende gegeneraliseerde eigenwaarde. Kies dus u = ( (bijv.), dan volgt:

0

aemees = (31[3) = o=(2)

xQ(t):<(1)>t€2t+<(1)>62t

is een tweede oplossing van het homogene stelsel z/(¢t) = Az(t). Dus:

\I/(t):<(1) i)e%

is een fundamentaalmatrix met de eigenschap dat ¥(0) = I. Dus:

1 ¢
At 2t
e —‘P(L‘)—(O 1)6.

Dus:

Il
N
—
N~
®

N



(b) Methode 1. Bepaal een particuliere oplossing met behulp van de methode van on-
bepaalde coéfficiénten:

z,(t) = (urt + uy) €' + (3t + vy) €.

Invullen geeft dan

(Hlt + uy + 21) el + (22175 + 222 + 21) €2t

= A(ugt +uy) el + A (vt + vy) e + ( (1) )et—i— ( (1] )tet— < (1) >€2t.

Hieruit volgt

(Au1+<(1)>=u1 ((A—I)u1=—<(1)>

Nu volgt:

<A—f>ul=—<?> (o1
a-nm=u=( ) (51| 1) =w=(1)

en met de keuze v; = o (bijv.)

(A—2I>v2:<é) : <8 (1)’ é) :>v2=<(1’>.

We vinden dan de particuliere oplossing

z,(t) = ( _i ) (t+1)e + < (1) >e2t.

De algemene oplossing is dus

iU(t)z(_1>(t+1)et+<(1)>€2t+cl<é)e%—l—cQ(f)e%.

> leidt dan tot

_= O

De beginvoorwaarde z(0) = <

()4 (1) s8] rn(2)=(1) = mtmas



De oplosssing van het beginwaardeprobleem is dus
z(t) = ( _i >(t—|—1)et—|— < t;1 >€2t.

Methode 2. Het kan ook met behulp van de methode van variatie van constanten.
Stel daarvoor

dan volgt
V(t)u(t) + U/ (t) = AV()ult) + g(t) = V()u'(t) = g(t),

omdat ¥'(t) = A¥(t). We vinden dan
fn 1 (1t g fet=e\ [ (1-t)et-1
v =g = (o 7 )er (L0 )= (M),
Integreren geeft dan

u(t) = ( (Z+2t+ e —t+a >

—(t+ et +co

en dus

0 = woun (g ) (GRS
= (t2+2f?;iz)t2_t)et—<(l]>te2t+b1<é>62t+b2<i>ezt
= (_i)(t—i—l)et—(é>t62t+b1<(1)>62t+b2<i)ezt.

In dit geval leidt de beginvoorwaarde z(0) = < (1) ) tot

(1)) m(3)- (1) = neremns

De oplosssing van het beginwaardeprobleem is dan ook weer
z(t) = ( _i >(t+1)et+ < t;1 >e2t.

Methode 3. Het kan ook nog rechtstreeks door het stelsel uit te schrijven.
Stel z(t) = < i (t) ), dan volgt

I8

) (t)

2 (t) = 221 (t) + 22(t) + €' — e*
met x1(0) = 0en x2(0) = 1.
xh(t) = 2xo(t) + tet



De oplossing van
zh(t) = 2xo(t) + te!, x2(0) =1
is dan
To(t) = —(t+ 1)el +aze®® met —14+ay=1 = ay=2.
Dus: z2(t) = —(t + 1)ef + 2¢?. Hieruit volgt dat
To(t) + el — e = —(t +1)el +ef +2e% — ¥ = —tel 4 %
Voor x1(t) vinden we dan
o (t) = 2x1(t) — te! + €2, x1(0) = 0.
Dit heeft als oplossing
z1(t) = (t+ 1Det +te* +a1e® met 1+a1=0 = a3 =-1.

Dus: z1(t) = (t + 1)e! + (¢t — 1)e*.
De oplossing van het beginwaardeprobleem is dan

sy = (20 ) = (T ) = () wnes () e

d d
Voor de kritieke punten moet gelden dat o _ 0e il

7 n 7 = 0. Oftewel:
Yy

t—1y>=0 en (z—-1(y—2)=0 = =z=1, =41 en y=2, z=4.

De kritieke punten zijn dus: (1,—1), (1,1) en (4,2).
Stel dat f(z,y) = x — y? en g(x,y) = (z — 1)(y — 2), dan volgt:

(£5)-(4 )
9r Gy y—2 z—1)°

Bij (z,y) = (1,—1) vinden we dan

() =(52)()

Bij (z,y) = (1,1) vinden we

() =(22)()

En bij (z,y) = (4,2) vinden we

() =(5 ()



1 2
-3 0
Hieruit volgt dat het punt (1, —1) een instabiel spiraalpunt is.

1 -2
-1 0
Hieruit volgt dat het punt (1,1) een instabiel zadelpunt is.

. 1 —4
De matrix ( 0 3
Hieruit volgt dat het punt (4, 2) een instabiel knooppunt is.

(¢) De matrix ( ) heeft de eigenwaarden % + %i\/ 23.

De matrix ( ) heeft de eigenwaarden 2 en —1.

heeft de eigenwaarden 3 en 1.

5. Voor u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(t) geldt:
o (Ugy +uyy) =, = o (X'YT+XY'"T) = XYT'.
Delen door a?X (x)Y (y)T(t) # 0 leidt tot

Xl/ Y// 1

!/
-4+ = — — o (separatieconstante).
<~ T v -2 7 (sep )

Hieruit volgt dat
X/I Y//
X< + Vv =0 en T'(t) — 00T (t) = 0.

Vervolgens vinden we dat

— =0 — — =7 (separatieconstante)

en dus

X"x)—7X(x)=0 en Y"(y)—(c—7)Y(y) =0.
De gevraagde differentiaalvergelijkingen voor X (x), Y (y) en T'(t) zijn dus:

X"z)=1X(x)=0, Y'(y)—(c—7)Y(y)=0 en T'(t)—o0a’T(t)=0.

6. De randvoorwaarden u(0,¢) = 20 en u(30,¢) = 50 zijn inhomogeen. We bepalen daarom
eerst een hnealre functie v(z) = Az + B zodat v(0) = 20 en v(30) = 50: v(z) = x + 20.
Dan geldt dat u(z,t) = v(x) + w(z, t) met

Wepy =wW¢, 0<2x<30, t>0

w(0,8) =0, w(30,t)=0, ¢>0

w(z,0) =2+ 50 —v(z) =30, 0<z<30.



Hierop passen we de methode van scheiden van variabelen toe. Stel dat w(z,t) =
X (x)T'(t), dan volgt

Wee = wp =  X"(2)T(t) = X(2)T"(¢).

Delen door w(z,t) = X (z)T'(t) geeft dan

= =0 (separatieconstante).

Hieruit volgt dat X" (x) — o X (x) =0 en T'(t) — oT(t) = 0. Dus: T(t) = const - €.
Uit de randvoorwaarden volgt dat
0=w(0,t) =X0)T() = X(0)=0
en
0=w(30,t) = X(30)T(t) = X(30)=0.

We beschouwen vervolgens het homogene randwaardeprobleem
X"x)—oX(x)=0, 0<x<30
X(0)=0, X(30)=0.

(a) Voor o =0 volgt: X"(z) =0 = X(z) = a1z + az. Met X(0) =0en X(30) =0
volgt dan dat a; = as = 0.

(b) Voor o = A2 > 0 volgt: X”(z) — A\2X(x) =0 = X (x) = by cosh Az + by sinh \z.
Met X(0) = 0 en X(30) = 0 volgt dan dat by = 0 en by sinh 30\ = 0, oftewel:
by = by = 0.

(c) Voor o = =A% < 0 volgt: X" (x) + \2X(z2) =0 = X(z) = c1cos Az + ¢z sin \z.
Met X (0) = 0 en X(30) = 0 volgt dan dat ¢; = 0 en c2sin 30\ = 0. We vinden
dus niet-triviale oplossingen in het geval dat

0AN=4nw, n=1,2,3,....

De eigenwaarden zijn dus

n2m? n2m?

= =—— . n=1,23,...
O-n 302 9007 n b ’3’

met bijbehorende eigenfuncties

. n7x
Xn(x):smﬁ, n=123,....

Voor T'(t) vinden dan

n27'r2t

To(t)=e 90 , n=1,2.3,....
En dus:

wp(z,t) = Xp(x)T,(t) = e %0 sin %, n=123,....




Hieruit volgt dat

>0 s _n2x%t . nmx
w(z,t) = g cpwn(x,t) = E Cne” 900 sin — o=
n=1 n=1

Uit de beginvoorwaarde volgt dan

w(z,0) =30 <— nz::lcnsinzgnz?)o.

Dus:

2 30 60 30 60
Cp = — 3051n@da€:—— nﬂm) = —

= —_— 1— (=" =1,2,3,....
30 0 30 nﬂ_cos 30 [ ( ) }7 n b ]

0 nm

Hieruit volgt dat

60 > 1—(—1)n _n27r2t . nmxr

w(x,t) = e S0 sin —o-

T n 0
n=1
120 1 e (2k 4+ D7
= = e 900 sin ~——————.
T 2kt 1 30

De oplossing van het inhomogene randwaardeprobleem is dus

60 w=1— (1) _ .
t) = ) = 20 + —
u(z,t) = v(z) + w(z,t) x + 20+ - E ¢ W0 sin

n=1

1200 = 1 ek (2k+ Drx
= x+20+722k+1e 900 smT.




