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1. (a) De karakteristieke vergelijking is: 72 +1 =0 = r = =+i.
Daaruit volgt dat y,(t) = c¢1 cost + casint met ¢1,co € R.
(b) Stel y,(t) = Aef, dan volgt: y,(t) = Ae’ en y,(t) = Ae’. Invullen geeft dan:
24e’ = €' oftewel 24 = 1. Dus: A = . Hieruit volgt: y,(t) = 3e’.
(c) De algemene oplossing is dus: y(t) = yp(t) + ya(t) = 3€’ + c1 cost + cosint. Dan

volgt:
y(0) =2 T+a =2
1
y'(0)=1 gte=1
Hieruit volgt: ¢; = % en cy = % De oplossing is dus

(e" + 3cost +sint).

| =

() Lot 3 st + L sint
= —- € — COS — S1init =
Y 2¢ 79 2

(d) Stel nu y(t) = uy(t) cost + ua(t) sint. Dan volgt:

y'(t) = v} (t) cost + uh(t) sint —uq (t) sint + ua(t) cost

=0

en
Y (t) = —u) (t) sint + ub(t) cost — uy(t) cost — ua(t) sint.

Invullen geeft dan: —u/(¢)sint + uj(t) cost = e!. Dus:
{ uy(t) cost + uh(t)sint =0 . ( cost sint ) < uy (t) ) B ( 0 )
—u) (t) sint + ub(t) cost = € —sint  cost ub(t) el
Aangezien
cost sint \ cost —sint
( —sint cost ) N ( sint  cost )
volgt hieruit:

0] cost —sint 0 —elsint
ub(t) ~ \ sint  cost et | etcost |



Dus: )
ui(t) = —/et sintdt = §et(cost —sint) + ¢
1
ug(t) = /et costdt = §et(cost + sint) + ca.
Hieruit volgt ten slotte:

y(t) = wi(t)cost + ua(t)sint

1 1
= iet (coth —sint cost) + ¢ cost + §et (sint cost+sin2t) + cosint

1
= §et + ¢ cost + cgsint.

(e) Stel Y(s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

1
s*Y (s) = sy(0) = ¢/ (0) + Y (5) = ——

Met y(0) = 2 en ¢/(0) = 1 volgt dan

) B 2541 1

(s —I—l)Y(s)-Qs—l—l—l—Sil = Y(S)_52+1+(571)(52+1)'
Nu volgt

1 A +BS—|—C_A(82+1)+BS(5—1)+C(S—1)
(s—1)(s24+1) s—1 241 (s—1)(s2+1)

endus: 1 = (A+ B)s?>+ (—B+ C)s + A — C. Hieruit volgt:
A+B=0, -B+C=0 en A—C=1.
Dus: A=1/2en B=C = —1/2. Dan volgt:

_2s+1 1 1 1 s 1 1 1 1 3 s 1 1

Y(s) = - - = - = == b - i
() 82—|—1+28—1 2s2+1 2s2+1 28—1+282+1+282—|—1
Terugtransformeren levert ten slotte

1, 3 1 1
y(t) = €' + = cost+ - sint =

5 5 5 i(et—l—Scost—l—sint).

(f) Er geldt: ¥} (t) = y/(t) = y2(t) en yh(t) = 3" (t) = —y(t) +e! = —y1(t) +e'. Oftewel:
{ n(t) = () <yi(t) ) ( 01 ) <y1(t) ) < 0 )
— = + .
y(t) = —y(t)+e Ya(t) -10 Ya(t) e’
(g) Bereken eerst de eigenwaarden van A:

0:A—TI|:' B



Voor r = ¢ vinden we dan

Verder geldt

ve't = ( ! >e“: < ; > (cost +isint) = < cost > +¢< sint )
7 ) —sint cost

Dus: ‘
w(t) = ( cost sint >

—sint cost

is een fundamentaalmatrix van z/(t) = Az(t). Aangezien ¥(0) = I volgt hieruit
dat

At 1y . cost sint
T =T =¥ = ( —sint cost ) '

Bepaal een particuliere oplossing van z'(t) = Az(t) 4+ g(t) met behulp van de
methode van onbepaalde coéfficiénten. Stel gp(t) = ve!, dan volgt Q;(t) = vel.

Invullen geeft dan:

vet:Avet+<(1))et — AU—|—<(1)>:U.

= (9) (2 1]9) = el

1
Een particuliere oplossing van z'(t) = Axz(t) + g(t) is dus z,(t) = 3 < i ) e'. De

Dus:

algemene oplossing is dus

(t)—l 1 b cost n sint
= 2\ 1 ©€TAN _sint 2\ cost |-

Uit de beginvoorwaarde z(0) = < ?

(1) rala) (D)= (7)

Hieruit volgt: ¢; = 3/2 en ¢ = 1/2. De oplossing van het beginwaardeprobleem is

dus:
x(t)—l 1 et+§ cost +1 sint
=21 2 \ —sint 2\ cost )’

> volgt ten slotte:



2. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

2 (s) — sy(0) — 4/ (0) + 2 [sY () — y(0)] + 2V (s) = % be2s,

2
Met y(0) =1 en y/(0) = 0 volgt dan (s* +25+2) Y(s) =s+2+ ~ +e >° en dus
s

Y (s) = s+2 4 2 n e 2 .
(s+1)241 s[(s+1)2+1 (s+1)2+1
Stel nu
2 A B(s+1)+C
s(5+1)2+1 s @ (s+1)2+1°
dan volgt

2=A(s+1)>+ A+ Bs(s+1)+Cs = (A+ B)s> + (24 + B+ O)s + 2A.
Hieruit volgt: A=1en B=C = —1. Dus:

s+2 1 s+ 2 e~ 2s 1 e~ 2s

Y(s)= ———— = — =
() (s+1)2+1+s (s+1)2—|—1+(8+1)2—|—1 s+(s—|—1)2—|—1

Terugtransformeren levert ten slotte:

y(t) = 14 ug(t)e 2 sin(t — 2).

d d
3. (a) Voor de kritieke punten moet gelden dat d—f =0en dit/ = 0 oftewel

(x—1)(y—2)=0 en (z—2)(y—1)=0.

Hieruit volgt: (x,y) = (1,1) of (x,y) = (2,2).
De kritieke punten zijn dus (1,1) en (2,2).
(b) Stel dat F(z,y) = (z —1)(y —2) en G(z,y) = (x — 2)(y — 1), dan volgt dat

Fo=y—-2 F,=x2-1, Gy,=y—1 en Gy=z-2.

Voor (z,y) = (1,1) vinden we dan

/
x -1 0 z .
( y > = ( 0 —1 ) < y ) met eigenwaarden r; =19 = —1.

En voor (z,y) = (2,2) vinden we dan

/
v = 0 -1 v met eigenwaarden r; = —1 en r9=1.
Yy L0 Yy

(c) Het punt (1,1) is dus een asymptotisch stabiel knooppunt of een asymptotisch
stabiel spiraalpunt en het punt (2,2) is een instabiel zadelpunt.



4. Stel u(x,t) = X (x)T'(t), dan volgt: 4X"(x)T(t) = X (x)T"(t) en dus:

X"(z) 1T (separatieconstante)
= — =0 Separatieconstante).
X(z) 4 T P

Dus: X"(xz) —oX(z) = 0 en T"(t) — 40T(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt:
X(0) =0 en X(27) = 0. Beschouw dus eerst:

(a)
(b)

(c)

X'z)—0oX(z)=0, 0<z<2m
{X(O):(), X (2m) = 0.

Voor o = 0 vinden we: X”(z) =0. Dus: X(z) = a1z + ag. Uit X(0) = X(27) =0
volgt dan a; = a9 = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

Stel 0 = A2 > 0, dan volgt: X"(x) — A2X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat b; = 0. Uit X (27) = 0 volgt vervolgens dat
bo sinh 2\ = 0. Dus: be = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.
Stel 0 = —\% < 0, dan volgt: X"(x) + A2X(z) = 0 en dus X(x) = ¢jcos\z +
casin A\zx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(27) = 0 volgt vervolgens
dat cosin2Am = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin2A7 = 0 —
2 =n, n = 1,2,3,... oftewel A\ = g, n =1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden:
2

n
on=—, n=123...

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(q:):sin%, n=1,2,3,....

Voor T'(t) vinden we dan T, (t) = ¢, cosnt + k, sinnt met n =1,2,3,.... Dus:

[e.9]
u(x,t) = Z sin % (cn cosnt + ky, sinnt) .

n=1

Uit de eerste beginvoorwaarde volgt:

o
u(z,0) =sinz < E Cn Si0 =~ = sinz.

n=1

Hieruit volgt dat ¢; =0, co =1 en ¢, =0 voor alle n = 3,4,5,.. ..
Uit de tweede beginvoorwaarde volgt:

(0.9]
. nx
u(r,0) =0 <— an‘nsm?zo.

n=1

Hieruit volgt dat k, = 0 voor n =1,2,3,.... De oplossing is dus:

oo
nx
u(x,t) = Z ¢p Sin — cos nt = sinx cos 2t.

n=1



