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1. (a) Voor u = 0 geldt: z%y"(x)+xy (z) = 0 en dus xv'(x) +v(x) = 0, want ¢/ (z) = v()
en x > 0. Nu volgt:

d d d
2Py = Yo Injv|==In|z|+C met Ce€R.
dx v x
Hieruit volgt: |v(x)| = e“|z|™! oftewel v(x) = k1 /x voor zekere k; € R. Dus:
k
Y (x) = 4= y(r) =kilnz+ ke met ki, ko € R.
x

(b) Als y(z) = 2", dan volgt: ¥/ (z) = ra" ! en y"(x) = r(r — 1)a" 2.
Invullen geeft dan

rir—1Da" +ra” —p?2" =0 <— [r(r— 1) —|—7“—,u2] " = 0.
Hieruit volgt dat r? — u? = 0 oftewel: © = £u. Dus:

y(z) = c1a” + coz™# met c¢1,c0 € R

2. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

1 s

Met y(0) = 1 volgt dan

2 1 s?2—1 s2+2
1— Y(s)=1 — - | Y(5) = 5.
S( 82+1> (s) +52—1—1 8<52+1> (s) s2+1

Hieruit volgt

242 242 A B C

Yo = =) " 56D+ s Ts-1 571

met

$24+2=A(s>-1)+Bs(s+1)+Cs(s—1) = (A+ B+ C)s*+ (B — C)s — A.



Hieruit volgt: A =—2en B =C =3/2. Dus:

2 3 1 3 1
Vis)= 242 > 1
)= to 1 o571

Terugtransformeren levert ten slotte:

y(t) = -2+ get + %e*t.

3. (a) Bereken eerst de eigenwaarden van A:

1—17r 2

O:|A—7“I|:’ 91—,

=(1-7)°4+4 = r=1=%2i

Voor r = 1 + 2¢ vinden we dan

—2i 2 (1
—2 2 0= )
Verder geldt

vt = ( 1 )e<1+2i>t - < 1 >et (cos(2t) + i sin(2t))
(onton )+ (oo )

cos(2t) sin(2t) ) ,
v(t) = < —sin(2t) cos(2t) )e

is een fundamentaalmatrix van z/(t) = Az(t). Aangezien ¥(0) = I volgt hieruit

dat
N =T(HTTH0) = (1) = < —C;Sr(j;i) :;(é?) >€t'

(b) Bepaal een particuliere oplossing van z'(t) = Az(t) + g(t) met behulp van de
methode van onbepaalde coéfficiénten. Stel

z,(t) = vy’ + vyt + vs,

dan volgt
z,(t) = vy’ + v,.

Invullen geeft dan:

viet + vy = Avje’ + Avyt + Avs + < (1] )et+ ( g )t.



Hieruit volgt:

AU1+<(1)>:U17 AU2+<(;>:O €1 Ay?’ZQQ.

Dus:

en

P 2|2y 1[4
R - N “BT5\3 )

Een particuliere oplossing van z'(t) = Axz(t) + g(t) is dus:

o= ( 343

De algemene oplossing is dus

3 () 2 Yeed (&) ( 2 Yoo (2220 )

Uit de beginvoorwaarde z(0) = < (1) ) volgt ten slotte:

2(1) G )rala) = (1)=(o)

Hieruit volgt: ¢; = 1/5 en ¢; = —1/10. De oplossing van het beginwaardeprobleem
is dus:

=5 (1) () ()75 ( Tt )0 (0 )

Voor de kritieke punten moet gelden dat % =0en % = 0 oftewel

22 —94?=0 en (z—2)(y—1)=0.

Hieruit volgt: y = +x met © = 2 of © = +y met y = 1. De kritieke punten zijn
dus (_17 1)7 (17 1)7 (27 _2) en (27 2)



(b) Stel dat F(x,y) = 22 —y? en G(z,y) = (v — 2)(y — 1), dan volgt dat

F,=2x, Fy,=-2y, Gy=y—1 en Gy=2x—2.

Voor (z,y) = (—1,1) vinden we dan

(

/
* = -2 2 . met eigenwaarden r; = -3 en 719 = —2.
Yy 0 3 (0

Voor (z,y) = (1,1) vinden we

/
v = 2 2 v met eigenwaarden r; =—1 en 719 =2.
Y 0 -1 y

Voor (z,y) = (2,—2) vinden we

/
( r > = < 44 > ( ';; ) met eigenwaarden 712 = 2+ 2iV2.

Y -3 0

En voor (z,y) = (2,2) vinden we ten slotte

!/
T 4 —4 z .
< ) ) = < 10 ) < Y ) met eigenwaarden 711 =19 = 2.

(c) Het punt (—1,1) is dus een (asymptotisch) stabiel knooppunt. Het punt (1,1) is
een instabiel zadelpunt. Het punt (2, —2) is een instabiel spiraalpunt. En het punt
(2,2) is een instabiel knooppunt of een instabiel spiraalpunt.

(a) Stel u(r,0) = R(r)T(0), dan volgt:

2R (rT(0)+rR (rT@O)+R(rT"0) =0 = r

R R() T
R’ TR0 T o) 0

en dus:

o R(r)  R'(r) __T"(0)

"Re) TR T T T0)

= o (separatieconstante).

Hieruit volgt: T"(0) + oT(6) = 0 en r2R"(r) + rR'(r) — o R(r) = 0.
(b) We onderscheiden drie gevallen:
i. Voor ¢ = 0 vinden we: T7”(f) = 0. Dus: T(0) = a16 + ag. Dit is alleen

ii.

iii.

periodiek als a; = 0. Dus: ¢ = 0 is een eigenwaarde.

Stel 0 = —A\% < 0, dan volgt: T"(0) — A\2T(6) = 0 en dus T(6) = by cosh \@ +
ba sinh A@. Dit is alleen periodiek als by = by = 0. Er zijn dus geen negatieve
eigenwaarden.

Stel o = A2 > 0, dan volgt: T"(6) + A\2T(0) = 0 en dus T(0) = c; cos A0 +
cosin Af. Deze oplossingen zijn allemaal periodiek. Ze zijn echter alleen 27-
periodiek als A = n met n € {1,2,3,...}. De positieve eigenwaarden zijn dus
o=\ =n>metne{1,2,3,...}.



Er zijn dus alleen 27-periodieke oplossingen voor o = n? met n € {0,1,2,...}.
Voor ¢ = 0 geldt: r2R"(r)+rR'(r) = 0 met algemene oplossing R(r) = ki Inr+ko.
Omdat Inr — —oo voor r — 0 is dit alleen begrensd voor k; = 0.

Voor o = n? > 0 geldt: r2R"(r) + rR'(r) — n?R(r) = 0 met algemene oplossing
R(r) = 1™ + cor™™. Omdat r~"™ — oo voor r — 0 is dit alleen begrensd voor
Cy = 0.

De begrensde oplossingen zijn dus Ro(r) = k2 en R,(r) = c1r” met n =1,2,3,.. ..
Voor iedere n € {0,1,2,...} hebben we nu een oplossing u,(r,8) = R, (r)T,(0),
waarbij ug(r,0) = Ro(r)To(#) constant is en

Up(1,0) = Ry (r)T(0) = r" [cp, cos(n) + kpsin(nd)], n=1,2,3,....

Volgens het superpositieprincipe (de differentiaalvergelijking is lineair en homo-
geen) geldt dan (neem cy/2 als constante):

0) = Z up(r,0) = %O + Z "™ (e, cos(nB) + ky sin(nb)] .
n=0 n=1

Er moet dus gelden dat

o

f(o) = = 50 Z [en R"™ cos(nf) + knR" sin(nd)] .

Dit is een Fourierreeks voor f(6). Met behulp van de Euler-Fourier formules volgt
dan

1 27 1 (7 1 [27
co=— f(e)dezﬂ/o 0d0+ﬂ/ (2m —0)df =,

T Jo
1 2m 1 s 1 2m
R, = — f(0) cos(nb) db = / 6 cos(nh) d@—l—/ (2w — ) cos(nb) d
T Jo T Jo T Jx
_ 12cos(n) [1 — cos(nm)] _ 2(=D)™[1 = (-1) }’ n=1.23....
T n? n2m
en
. 1 2w 1 1 2m )
Rk, = -— f(6)sin(n) d / 0sin(nb) df + — / (2w — 0) sin(nh) d
™ Jo s ™ Jr
_ 1 2sin(nT) [12— cos(nm)] ~0. n=123.
s n
Dus:
T2 D)D),
u(r,0) = 5 T 2. Z 3 r™ cos(nd).

n=1



