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1. De karakteristieke vergelijking is: 72 + 2r + 2 = 0 oftewel (r + 1)2 + 1 = 0. Hieruit
volgt: 7 = —1 4. Dus: yu(t) = cre tcost + coetsint is de algemene oplossing van
de gereduceerde differentiaalvergelijking. Zoek nu een particuliere oplossing met behulp
van de methode van onbepaalde coéfficiénten:

yp(t) = At + B+ Ce™ " + Dsint + E cost.
Dan volgt:
yp(t) = A—Ce ' + Dcost — Esint en y,(t)=Ce " — Dsint — E cost.
Invullen geeft dan
2At + 2B +2A+ Ce " + (D — 2E)sint + (2D + E) cost = 2t + e~ ' +sint.

Hieruit volgt: A=1,B=-1,C=1,D=1/5en E = —2/5. Dus:

1 2
yp(t) =t —1+e '+ gsint— 5cost.

De algemene oplossing is dus

1 2
y(t) =yp(t) +yn(t) =t —1+e " + —sint — = cost + cre ' cost + coe ' sint.

5

2. Stel Y(s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

2V (s) — sy(0) — 4/ (0) + 4Y (s) = ——— + 277,

sc+1

Met de beginvoorwaarden y(0) = 1 en ¢/(0) = 0 volgt nu:

3
s x §° + 2s r
(S2+4)Y(S):S+m+26 s:m+2€ s
en dus
s3 + 2s 2e7 T8

YO = Ginersn T o e

1



Met behulp van breuksplitsing vinden we nu:
53+ 2s _As+B Cs+D (As+B)(s*+4)+ (Cs+ D)(s* + 1)

E1 )=+ P41 2ra Z11)(s2+4)
Hieruit volgt:

2425 =(A4+0)s* + (B+ D)s> + (4A+C)s +4B + D
oftewel: A=1/3,C=2/3en B=D =0. Dus:

_1 S +2 S +2e*“5
38241 38244 244

Terugtransformeren geeft ten slotte:

Y(s)

1 2
y(t) = 3 cost + 3 cos 2t + ur(t) sin 2(t — 7).

3. (a) Het is eenvoudig in te zien dat A een drievoudige eigenwaarde —1 heeft. De
eigenruimte van A behorende bij de eigenwaarde —1 wordt opgespannen door

1 0
vy=1|0 en vy,= |1
0 0

Voor een gegeneraliseerde eigenvector vinden we nu (bijvoorbeeld):

0 0 0] « 0
00 1|0 = a=0, =1 en v3=1| 0
0 0 0] O 1
Dus:
1 0
()= 0 |e, z@®)=[ 1 ]e?
0 0
en
0 0
z4(t) = 1 Jt+| O et=| 1t |e?
0 1 1

zijn drie lineair onafhankelijke oplossingen van z’(t) = Az(t). Dus:
1 00
Ut)y=|( 0 1 t |et
0 01

is een fundamentaal matrix voor 2/(t) = Az (t). Aangezien ¥(0) = I, de eenheids-
matrix, volgt hieruit dat



(b) Er zijn verschillende mogelijkheden:
Methode 1. Merk op dat het stelsel bijna niet gekoppeld is. Uitschrijven geeft:

T (t) = —z1(t) + 2¢*
xh(t) = —xa(t) + z3(t) + ¢
zh(t) = —x3(t) + 2e".
De eerste en laatste differentiaalvergelijking kunnen eenvoudig worden opgelost:
r1(t) =e' +ecre™t en x3(t) =2te "+ cze
Voor z3(t) vinden we dan:
xh(t) = —zo(t) +t+2te +eze™t = ao(t) =t —1+t%e +egte + cpe

Uit de beginvoorwaarden z1(0) = z3(0) = 1 en 22(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0 en
ca = c3 = 1. De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus:

z1(t) el
z(t)=| x20) | = t—1+#+t+1)e?
3(t) (2t 4 1)e

Methode 2. Bepaal een particuliere oplossing met behulp van de methode van on-
bepaalde coéfficiénten:

ip(t) = Q1€t + vt + w3 + Q4t26_t + y5te_t + QGe_t.

Dan volgt:
z,(t) = viel + vy —vytPet 4 2uute ™! —wgte ™ +uge Tt —wge

Invullen geeft dan:

v’ + vy — vytPe Tt + (2uy —vg) te 4 (vs — vg) e
= Avje' + Avgt + Avg + Avyt?e" + Avgte ™ + Avge™

2 0 0
+1 0 Jet+| 1 Jt+| 0 Je.
0 0 2
Hieruit volgt:
2 0
Avy+ | 0 | =vy, Avg+ | 1 | =0, Avg=uwy, Ayy=-1
0 0
0
Avs =2v4 —vs en Avg+ | 0 | =v5— vg.
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Dit leidt tot (bijvoorbeeld):

1 0 0
vy = 0 y Ug = —Us=Uy= 1 y Us = 0 en Vg = 0
0 2 0
Dus
1 0 0 0 0
z,t)=| 0 Je+| 1 Jt—=[ 1 |+ 1 |+ 0 |te
0 0 0 0 2

is een particuliere oplossing. De algemene oplossing is dus

el 1 0
zt)=[ t—1+%t | +c1| 0 |el+e| 1 Jet+es| t |e
2te~t 0 0
1
Uit de beginvoorwaarde z(0) = [ 0 | volgt ten slotte:
1
1 1 0 0 1
-1 + 1 0 + 2 1 + c3 0 = 0
0 0 0 1 1

Dus: ¢; =0 en ca = c3 = 1. De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus:

el 0 et
()= t—1+t2et |+ | 1+t |et=| t—1+E+t+1)e?
2te! 1 (2t+1)e!

Methode 3. Merk op dat

1
Ut)y=ett=10
0

O = O
=~ O

1
et = Tl =M= 0
0

S = O
|
~
g
~~

Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten):

' (tu(t) + U(t)u'(t) = AV()ult) +g(t) =  WH)u'(t) =g(t).

Dus:
10 0 2¢! 2¢%
) =0 Hgt) = 0 1 —t | t = | tet -2t
00 1 2¢t 2
Hieruit volgt
e? + ¢
wlt)=[ (t—1)e! —t? + ¢y
2t + c3



en dus is de oplossing:

100 e +
z(t) = Uut)=( 0 1 t |e | t—-1e -2 +c
0 0 1 2t +c3
et + cle_t
= t—1+t2et +cgte™ 4 coe?
2te™t + cze?
1
Uit de beginvoorwaarde z(0) = | 0 | volgt ten slotte:
1
14+ 1 c1=0
—14+co = 0 - co=1
C3 ]. 63 g
De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus:
ot
zt)=| t—1+#+t+ 1)t
(2t+1)e"
. x dy
Voor de kritieke punten moet gelden dat s 0 en i 0 oftewel

20 +y+2=0 en zy+12=0.

Hieruit volgt: y = —22 —2 en x(—2r —2)+12 =0 <= 222 +2r - 12=0 <
(x + 3)(x — 2) = 0. Hieruit volgt: (z,y) = (—3,4) en (z,y) = (2, —6) zijn de enige
kritieke punten.
Stel dat F(z,y) =2z +y+ 2 en G(x,y) = zy + 12, dan volgt dat
F,=2 F,=1 Gy,=y en G,==x.

Voor (z,y) = (—3,4) vinden we dan

7 (2 L v met eigenwaarden ryg = —1vdl

y ) a4 =3 )y & 2=

Voor (z,y) = (2, —6) vinden we

/
. = 2 1 . met eigenwaarden rio=2%+ ive.
(0 —6 2 (0 ’

Het punt (—3,4) is een instabiel zadelpunt (zowel een positieve als een negatieve
eigenwaarde) en het punt (2, —6) is een instabiel spiraalpunt (twee complex gecon-
jugeerde eigenwaarden met positief reéel deel).



T
6 6 3 6 3
2 3 2 [6
= - [ zdeos 2 = (G—x)dcosﬂ
nw Jo 6 nw Ja
2 nwx|3 2 /3 nwx
= ——ZCcoS— — cos — dx
nmw o nmjy
2 6 2 [
——(6—x)cos@ —/ cos L gz
nmw 6 13 nm)/3
6 nmw N 12 nrx |3 + 6 nmw 12 nmx |6
= ——cCcos— sin — — COS — — —
2 272 6 nm 2 22 6 I3
12 nmw 12 nmw 24 nmw
= 7127T2s. ?—i— 3 QSHT_TLQTFQSIH , n=1,23,

Dus:

24 o~sin  nmr 24 o= (-DF (2k+ Dr
fa)y =232 51nm_z(2(k+)1)2 ( - Jnz.
(b) Stel u(z,y) = X(x)Y (y), dan volgt: X" ()Y (y) + X(2)Y"(y) = 0 en dus:

X'() _ Y'(y)
X@) V()

Dus: X"(z) —oX(z) =0en Y"(y) + oY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt:
Y (0) =0, X(0) =0 en X(6) = 0. Beschouw dus eerst:

X"(z)—0oX(x)=0, 0<x<6

= o (separatieconstante).

X(0)=0, X(6)=0.

i. Voor ¢ = 0 vinden we: X”(z) = 0. Dus: X(x) = a1z + az. Uit X(0) =
X (6) =0 volgt dan a3 = as = 0. Dus: o = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel o = A? > 0, dan volgt: X" (z) — A2X(z) = 0 en dus X (x) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (6) = 0 volgt vervolgens
dat by sinh6A = 0. Dus: by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel 0 = —A\? < 0, dan volgt: X" (x) + \2X(z) =0 en dus X (z) = ¢; cos Az +
casin A\zx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(6) = 0 volgt vervolgens
dat casin6A = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin6A = 0 —
6A=nm, n=1,2,3,... oftewel A = 2F, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

6
eigenwaarden:
2,2
nem
Unziﬁv n:1,2,3,...
met bijbehorende eigenfuncties
Xp(x) =sin %, n=1,23,



Voor Y (y) vinden we
Y'(y) +oY(y) =0, 0<y<3
Y (0) = 0.

Hieruit volgt:

Yo(y) = sinh%, n=1,23,....
Dus:
Z Cn sm —_— 51 nh %
Tenslotte:

u(z,3) = f(z) <~ chsmh—smr%w = f(x).

Dit is een Fourier sinusreeks voor f, dus met onderdeel (a) vinden we nu:

2 (6 24
CnSith;=6/0 f(z )sin%dm—n%ﬂsin%, n=123,....

De oplossing is dus:

o0 .
24 Sln% . nmr | b nmwy
= — - sin sin .
2 1 n?sinh e 6 6




