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1. De karakteristieke vergelijking is: r2 + 2r + 2 = 0 oftewel (r + 1)2 + 1 = 0. Hieruit
volgt: r = −1 ± i. Dus: yh(t) = c1e

−t cos t + c2e
−t sin t is de algemene oplossing van

de gereduceerde differentiaalvergelijking. Zoek nu een particuliere oplossing met behulp
van de methode van onbepaalde coëfficiënten:

yp(t) = At + B + Ce−t + D sin t + E cos t.

Dan volgt:

y′p(t) = A− Ce−t + D cos t− E sin t en y′′p(t) = Ce−t −D sin t− E cos t.

Invullen geeft dan

2At + 2B + 2A + Ce−t + (D − 2E) sin t + (2D + E) cos t = 2t + e−t + sin t.

Hieruit volgt: A = 1, B = −1, C = 1, D = 1/5 en E = −2/5. Dus:

yp(t) = t− 1 + e−t +
1
5

sin t− 2
5

cos t.

De algemene oplossing is dus

y(t) = yp(t) + yh(t) = t− 1 + e−t +
1
5

sin t− 2
5

cos t + c1e
−t cos t + c2e

−t sin t.

2. Stel Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) + 4Y (s) =
s

s2 + 1
+ 2e−πs.

Met de beginvoorwaarden y(0) = 1 en y′(0) = 0 volgt nu:

(s2 + 4)Y (s) = s +
s

s2 + 1
+ 2e−πs =

s3 + 2s

s2 + 1
+ 2e−πs

en dus

Y (s) =
s3 + 2s

(s2 + 1)(s2 + 4)
+

2e−πs

s2 + 4
.
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Met behulp van breuksplitsing vinden we nu:

s3 + 2s

(s2 + 1)(s2 + 4)
=

As + B

s2 + 1
+

Cs + D

s2 + 4
=

(As + B)(s2 + 4) + (Cs + D)(s2 + 1)
(s2 + 1)(s2 + 4)

.

Hieruit volgt:

s3 + 2s = (A + C)s3 + (B + D)s2 + (4A + C)s + 4B + D

oftewel: A = 1/3, C = 2/3 en B = D = 0. Dus:

Y (s) =
1
3

s

s2 + 1
+

2
3

s

s2 + 4
+

2e−πs

s2 + 4
.

Terugtransformeren geeft ten slotte:

y(t) =
1
3

cos t +
2
3

cos 2t + uπ(t) sin 2(t− π).

3. (a) Het is eenvoudig in te zien dat A een drievoudige eigenwaarde −1 heeft. De
eigenruimte van A behorende bij de eigenwaarde −1 wordt opgespannen door

v1 =

 1
0
0

 en v2 =

 0
1
0

 .

Voor een gegeneraliseerde eigenvector vinden we nu (bijvoorbeeld): 0 0 0
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
α
β
0

 =⇒ α = 0, β = 1 en v3 =

 0
0
1

 .

Dus:

x1(t) =

 1
0
0

 e−t, x2(t) =

 0
1
0

 e−t

en

x3(t) =


 0

1
0

 t +

 0
0
1

 e−t =

 0
t
1

 e−t

zijn drie lineair onafhankelijke oplossingen van x′(t) = Ax(t). Dus:

Ψ(t) =

 1 0 0
0 1 t
0 0 1

 e−t

is een fundamentaal matrix voor x′(t) = Ax(t). Aangezien Ψ(0) = I, de eenheids-
matrix, volgt hieruit dat

eAt = Ψ(t) =

 1 0 0
0 1 t
0 0 1

 e−t.
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(b) Er zijn verschillende mogelijkheden:
Methode 1. Merk op dat het stelsel bijna niet gekoppeld is. Uitschrijven geeft:

x′1(t) = −x1(t) + 2et

x′2(t) = −x2(t) + x3(t) + t

x′3(t) = −x3(t) + 2e−t.

De eerste en laatste differentiaalvergelijking kunnen eenvoudig worden opgelost:

x1(t) = et + c1e
−t en x3(t) = 2te−t + c3e

−t.

Voor x2(t) vinden we dan:

x′2(t) = −x2(t) + t + 2te−t + c3e
−t =⇒ x2(t) = t− 1 + t2e−t + c3te

−t + c2e
−t.

Uit de beginvoorwaarden x1(0) = x3(0) = 1 en x2(0) = 0 volgt dan dat c1 = 0 en
c2 = c3 = 1. De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus:

x(t) =

 x1(t)
x2(t)
x3(t)

 =

 et

t− 1 + (t2 + t + 1)e−t

(2t + 1)e−t

 .

Methode 2. Bepaal een particuliere oplossing met behulp van de methode van on-
bepaalde coëfficiënten:

xp(t) = v1e
t + v2t + v3 + v4t

2e−t + v5te
−t + v6e

−t.

Dan volgt:

x′p(t) = v1e
t + v2 − v4t

2e−t + 2v4te
−t − v5te

−t + v5e
−t − v6e

−t.

Invullen geeft dan:

v1e
t + v2 − v4t

2e−t + (2v4 − v5) te−t + (v5 − v6) e−t

= Av1e
t + Av2t + Av3 + Av4t

2e−t + Av5te
−t + Av6e

−t

+

 2
0
0

 et +

 0
1
0

 t +

 0
0
2

 e−t.

Hieruit volgt:

Av1 +

 2
0
0

 = v1, Av2 +

 0
1
0

 = o, Av3 = v2, Av4 = −v4

Av5 = 2v4 − v5 en Av6 +

 0
0
2

 = v5 − v6.
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Dit leidt tot (bijvoorbeeld):

v1 =

 1
0
0

 , v2 = −v3 = v4 =

 0
1
0

 , v5 =

 0
0
2

 en v6 =

 0
0
0

 .

Dus:

xp(t) =

 1
0
0

 et +

 0
1
0

 t−

 0
1
0

 +

 0
1
0

 t2e−t +

 0
0
2

 te−t

is een particuliere oplossing. De algemene oplossing is dus

x(t) =

 et

t− 1 + t2e−t

2te−t

 + c1

 1
0
0

 e−t + c2

 0
1
0

 e−t + c3

 0
t
1

 e−t.

Uit de beginvoorwaarde x(0) =

 1
0
1

 volgt ten slotte:

 1
−1

0

 + c1

 1
0
0

 + c2

 0
1
0

 + c3

 0
0
1

 =

 1
0
1

 .

Dus: c1 = 0 en c2 = c3 = 1. De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus:

x(t) =

 et

t− 1 + t2e−t

2te−t

 +

 0
1 + t

1

 e−t =

 et

t− 1 + (t2 + t + 1)e−t

(2t + 1)e−t

 .

Methode 3. Merk op dat

Ψ(t) = eAt =

 1 0 0
0 1 t
0 0 1

 e−t =⇒ Ψ−1(t) = e−At =

 1 0 0
0 1 −t
0 0 1

 et.

Stel nu x(t) = Ψ(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten):

Ψ′(t)u(t) + Ψ(t)u′(t) = AΨ(t)u(t) + g(t) =⇒ Ψ(t)u′(t) = g(t).

Dus:

u′(t) = Ψ−1(t)g(t) =

 1 0 0
0 1 −t
0 0 1

 et

 2et

t
2e−t

 =

 2e2t

tet − 2t
2

 .

Hieruit volgt

u(t) =

 e2t + c1

(t− 1)et − t2 + c2

2t + c3
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en dus is de oplossing:

x(t) = Ψ(t)u(t) =

 1 0 0
0 1 t
0 0 1

 e−t

 e2t + c1

(t− 1)et − t2 + c2

2t + c3


=

 et + c1e
−t

t− 1 + t2e−t + c3te
−t + c2e

−t

2te−t + c3e
−t

 .

Uit de beginvoorwaarde x(0) =

 1
0
1

 volgt ten slotte:

 1 + c1

−1 + c2

c3

 =

 1
0
1

 =⇒


c1 = 0
c2 = 1
c3 = 1.

De oplossing van het beginwaardeprobleem is dus:

x(t) =

 et

t− 1 + (t2 + t + 1)e−t

(2t + 1)e−t

 .

4. (a) Voor de kritieke punten moet gelden dat
dx

dt
= 0 en

dy

dt
= 0 oftewel

2x + y + 2 = 0 en xy + 12 = 0.

Hieruit volgt: y = −2x− 2 en x(−2x− 2) + 12 = 0 ⇐⇒ 2x2 + 2x− 12 = 0 ⇐⇒
(x + 3)(x− 2) = 0. Hieruit volgt: (x, y) = (−3, 4) en (x, y) = (2,−6) zijn de enige
kritieke punten.

(b) Stel dat F (x, y) = 2x + y + 2 en G(x, y) = xy + 12, dan volgt dat

Fx = 2, Fy = 1, Gx = y en Gy = x.

Voor (x, y) = (−3, 4) vinden we dan(
x
y

)′
=

(
2 1
4 −3

) (
x
y

)
met eigenwaarden r1,2 =

−1±
√

41
2

.

Voor (x, y) = (2,−6) vinden we(
x
y

)′
=

(
2 1

−6 2

) (
x
y

)
met eigenwaarden r1,2 = 2± i

√
6.

(c) Het punt (−3, 4) is een instabiel zadelpunt (zowel een positieve als een negatieve
eigenwaarde) en het punt (2,−6) is een instabiel spiraalpunt (twee complex gecon-
jugeerde eigenwaarden met positief reëel deel).
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5. (a) f(x) =
∞∑

n=1

bn sin
nπx

6
met

bn =
2
6

∫ 6

0
f(x) sin

nπx

6
dx =

1
3

∫ 3

0
x sin

nπx

6
dx +

1
3

∫ 6

3
(6− x) sin

nπx

6
dx

= − 2
nπ

∫ 3

0
x d cos

nπx

6
− 2

nπ

∫ 6

3
(6− x) d cos

nπx

6

= − 2
nπ

x cos
nπx

6

∣∣∣3
0
+

2
nπ

∫ 3

0
cos

nπx

6
dx

− 2
nπ

(6− x) cos
nπx

6

∣∣∣6
3
− 2

nπ

∫ 6

3
cos

nπx

6
dx

= − 6
nπ

cos
nπ

2
+

12
n2π2

sin
nπx

6

∣∣∣3
0
+

6
nπ

cos
nπ

2
− 12

n2π2
sin

nπx

6

∣∣∣6
3

=
12

n2π2
sin

nπ

2
+

12
n2π2

sin
nπ

2
=

24
n2π2

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus:

f(x) =
24
π2

∞∑
n=1

sin nπ
2

n2
sin

nπx

6
=

24
π2

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
sin

(2k + 1)πx

6
.

(b) Stel u(x, y) = X(x)Y (y), dan volgt: X ′′(x)Y (y) + X(x)Y ′′(y) = 0 en dus:

X ′′(x)
X(x)

= −Y ′′(y)
Y (y)

= σ (separatieconstante).

Dus: X ′′(x) − σX(x) = 0 en Y ′′(y) + σY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt:
Y (0) = 0, X(0) = 0 en X(6) = 0. Beschouw dus eerst:

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 6

X(0) = 0, X(6) = 0.

i. Voor σ = 0 vinden we: X ′′(x) = 0. Dus: X(x) = a1x + a2. Uit X(0) =
X(6) = 0 volgt dan a1 = a2 = 0. Dus: σ = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel σ = λ2 > 0, dan volgt: X ′′(x)− λ2X(x) = 0 en dus X(x) = b1 coshλx +
b2 sinhλx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat b1 = 0. Uit X(6) = 0 volgt vervolgens
dat b2 sinh 6λ = 0. Dus: b2 = 0, want λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel σ = −λ2 < 0, dan volgt: X ′′(x) + λ2X(x) = 0 en dus X(x) = c1 cos λx +
c2 sinλx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat c1 = 0. Uit X(6) = 0 volgt vervolgens
dat c2 sin 6λ = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin 6λ = 0 =⇒
6λ = nπ, n = 1, 2, 3, . . . oftewel λ = nπ

6 , n = 1, 2, 3, . . .. Er zijn dus negatieve
eigenwaarden:

σn = −n2π2

36
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sin
nπx

6
, n = 1, 2, 3, . . . .
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Voor Y (y) vinden we 
Y ′′(y) + σY (y) = 0, 0 < y < 3

Y (0) = 0.

Hieruit volgt:
Yn(y) = sinh

nπy

6
, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus:

u(x, y) =
∞∑

n=1

cn sin
nπx

6
sinh

nπy

6
.

Tenslotte:

u(x, 3) = f(x) ⇐⇒
∞∑

n=1

cn sinh
nπ

2
sin

nπx

6
= f(x).

Dit is een Fourier sinusreeks voor f , dus met onderdeel (a) vinden we nu:

cn sinh
nπ

2
=

2
6

∫ 6

0
f(x) sin

nπx

6
dx =

24
n2π2

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus:

u(x, y) =
24
π2

∞∑
n=1

sin nπ
2

n2 sinh nπ
2

sin
nπx

6
sinh

nπy

6
.
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