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1. De differentiaalvergelijking is lineair. Een integrerende factor is 1/(1 + ¢?). Dan volgt:

d<y(t)>: Lo 0 Lo = o),

dt \1+ 2 5 1+£2 444 At

Het kan ook met de methode van variatie van constanten. Los eerst de bijbehorende
homogene differentiaalvergelijking op:

, 2t dy 2

Ty = - =
1+ y  1+t2

)

Hieruit volgt: In|y| = In(1+#%)+ K, dus: yp,(t) = C(1+t?). Stel nu y(t) = (1+t2)A(t),
dan volgt 3/(t) = (1 + t2)A’(t) + 2t A(t). Invullen geeft dan:

1+t 1 1
J— I ﬁ = —_—

2 / _ / _ = _
(L+t5)A(t) = 75 A'(t) = 75 = A(t) 1 +C
Dus: )
1+t 9
y(t) 1 +C(1+1t%)

2

2. Uit de tabel volgt dat de Laplace getransformeerde van g(t) = e?!sint gelijk is aan

1

L{gt)}(s) =G(s) = Go2211

Verder volgt dan uit de tabel voor F'(s) = L{f(t)} (s) dat

s _d( 1N —2(s —2) B 2(s —2)
Pls) ==G(s) = ds<(s—2)2+1>_ <((3_2)2+1)2>_((5_2)2+1)2'




3. Stel Y(s) = L{y(t)}(s), dan volgt:

4.

1
52V (s) — sy(0) — 4/ (0) + 2[sY (s) — y(0)] + Y (s) = St e,
Met de beginvoorwaarden y(0) = 1 en ¢/(0) = —1 volgt nu:

1 2 1
P42t DV (s) =541t pe2o Sl T5FTL L o
( S S

en dus
s24+s+1 e~ 2s

sr1? T srE

Met behulp van breuksplitsing vinden we nu:

Y(s) =

sT+s+1 1 1

s(s+1)2 s (s+1)2
Dus:
1 1 e 28
+ .
s GHD? ! (st

Terugtransformeren geeft tenslotte:

y(t) =1 —te ' +ug(t)(t — 2)e" 2,

(a) Eerst berekenen we de eigenwaarden van A:

|A—rﬂz‘23r _Qir’:r2—4+3:r2—1:(w—nﬁ+1)
De eigenwaarden zijn dus: 71 = 1 en ro = —1. Voor de eigenvectoren vinden we
nu:
rr=1: (1_1) — v:<1>
3 -3 - 1
en

3 -1 1
aer (33) — (1)

Hieruit volgt dat de oplossing van z/(t) = Az(t) gelijk is aan:

Mﬂ:q(1>J+@(;)fﬁ

Nu is e (zie: § 7.7) gelijk aan de fundamentaalmatrix W(t) die voldoet aan
U(0) = I (de eenheidsmatrix). Dus:

1 1|10 11 10 2 0 3 -1
1 3101 0 2] -11 o2 -1 1)

At



Hieruit volgt (voor de eerste kolom ¢; = 3/2 en co = —1/2 en voor de tweede kolom
c1=—1/2en co =1/2):

Set —le7t —let 4 let
At 2 2 2 2
e =
3.t 3 .-t _1,t, 3 —t
26 — 3¢ 3¢ t+ 3¢

Er zijn drie mogelijkheden (zie: § 7.9):
Methode 1. Via diagonaliseren: A = TDT~! met D = diag(1,—1) en

(11 L 1( 3 -1
T<1 3) = 7 2(—1 1)'

Stel nu z(t) = T'y(t), dan volgt:

y'(t) = Dy(t) + h(t) met h(t)=T 'g(t) = < _21 ) e,

yi(t) = y1(t) + 2€* y1(t) = 2tet + ciet

yh(t) = —ya(t) — e ya(t) = —5€ + cae™.

Dan volgt tenslotte:

2(t) — B 1 1 2tet + cjet
= B - —Sel 4 coe?

(2t — L)e! + crel + cpe™!

e + cret + 3cget

(2t
= (1)%6+<é>et+cl(i)et+62<;>6_t.

Methode 2. Stel z,(t) = vyte! + v2et dan volgt (methode van onbepaalde coéffi-
ciénten): x7,(t) = vl + 1)e! + vyel. Invullen geeft dan:

vy (t+ 1)e’ + vge’ = Avjte’ + Avgel + ( _11 > el

Hieruit volgt:

An =10 vlzo‘(i>
1 1
AQz"’ 1 =1 + Yy (A—I)y2:yl— < 1 )

1 -1 a-1 = a=2 en v, = 1 + 6 1
3 3| a+1 - 2710 1)

Dus:




Hieruit volgt:

v = 2( i > en bijvoorbeeld v, = ( (1) ) bijv.

De oplossing is dus:

x(t):<1>2t6t+<(1)>6t+61<i)—l—cQ(;)e_t.

Methode 3. Een fundamentaalmatrix (eenvoudiger dan e?) is

et et 11 et 0
\Ij(t)_<et 3€_t>_<1 3)(0 e_t>
met als inverse

—t —t —t
10 [ € 0\1 3 -1\ _1/3e —e
v (t)_<0 et>2<—1 1) 2\ —¢ ¢ '
Stel nu z(t) = ¥(t)u(t), dan volgt (methode van variatie van constanten):

U'(thult) + U/ (t) = AV(t)u(t) + g(t) = V(' (t) = g(t).

_ 1 [/ 3t —et et 2
w = =5 (%0 T8 ) (S )= ().
Hieruit volgt
_ 2t 4+ 1
U(t)—< 12t_|_02)
en dus is de oplossing:

et et 2t + 1
o) = wou = (G g ) (e,
(2t — 3)et + crel + coe

2t — 5)e +cret + 3cpet

- (i)m( Dera( ) era(})e
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f cos—dac:f cos — dx = —sin —| = —sin —
0

n 4 2k —1 4
n=1 k=1
oo
(b) f(:):):ansm—met
n=1
2 4 I
b, = 1)/, f(x )smn;mdx—Q/O sin 7 g
2 22
= —— nrE {1—cosn—], =1,2,3
nmw 4 lo nm
Dus :
221—005 mm:
T 4
n=1

(c) Stel u(z,y) = X(x)Y (y), dan volgt : X" ()Y (y) + X(2)Y"(y) =0 en dus :

X'(x) _ Y'(y)
X(x) Y(y)

=0 (separatieconstante).

Dus : X"(z) —oX(z) =0en Y"(y) + oY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt :
Y(0) =0, X(0) =0 en X(4) = 0. Beschouw dus eerst :

{XW) oX(x)

=0, 0<z<4
X(0)=0, X(4)=0.

i. Voor ¢ = 0 vinden we : X”(z) = 0. Dus : X(z) = a1z 4+ az. Uit X(0) =
X (4) =0 volgt dan a; = ag = 0. Dus : 0 =0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel o = A% > 0, dan volgt : X" () — A2X(z) = 0 en dus X (z) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat b; = 0. Uit X (4) = 0 volgt vervolgens
dat bgsinh4\ = 0. Dus : by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel 0 = —A2 < 0, dan volgt : X" (2) + A\?X(z) = 0 en dus X (z) = c1 cos Az +
cosin Az, Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(4) = 0 volgt vervolgens
dat cosin4\ = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin4\A =0 —

dN=mnm, n=1,23,... oftewel A\ = "F, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden :
2.2
nem
=—— n=123,...
UTL 16 ) ) ) )
met bijbehorende eigenfuncties
Xp(x) =sin ?, n=1,23,



Voor Y (y) vinden we

{ Y'(y)+oY(y) =0, 0<y<2
Y (0) = 0.

Hieruit volgt :
Yaly) = Sinh%, n=1,23,....

Dus :
Z Cn sm —_— 51 nh %
Tenslotte :
> nmw nmx
u(z,2) = f(z) <= ch sinh7 sinT = f(x).

n=1
Dit is een Fouriersinusreeks voor f, dus met onderdeel (b) vinden we nu :

2
cnsmh / flx sm—d:r——{l—cos%], n=123,....

nm

De oplossing is dus :

u(a:,y):; . rsinh 22 sin — sinh T

2221—0052 . nmx . . nwy



