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1. Stel dat Y'(s) = £{y(t)}(s), dan volgt:
sY(s) —y(0) + Y (s) = F(s) = L{f(t)} ()
met
F(E) =t + ug(t) (4 — 2t) + ug(t)(t — 4) =t — 2un(£)(t — 2) + ua(t)(t — 4).

Met y(0) = 1 volgt dan
1
(s+1)Y(s) =1+ 2 (1—2e7% 4+ e7%)

oftewel
1 1—2e25 4 ¢4

Y(S):s+1+ s2(s+1)

Met behulp van breuksplitsing vinden we:

1 _AsJFBJr C (A+C)s>+ (A+B)s+B
s2(s+1) 52 s+1 s2(s+1) ’
Dus: A= -1, B=1en C = 1. Hieruit volgt:

1 1 1 1
1_2—25 —4s _ - _ .
s+1+( ¢ e )< s+52+s+1>

Terugtransformeren levert ten slotte:

Y(s) =

y(t) = et—1+t+et— 2u2(t) (_1 +t—24 e—(t—2)>

+ ug(t) (—1 +t—4+ e_(t_4)> .



2. Stel dat F(s) = L{f(t)}(s), dan geldt: F(s) = —G®)(s) met G(s) =

getransformeerde van g(t) = sint. Nu volgt:

1
210 de Laplace

—2s (—2(s2+1)2 +8s%(s>+1) 652 —2

@y Y= T @y

G'(s) =

En vervolgens:

2 3 _ 2 _ 2 2 943
GO (s5) = 125(s* +1)% — 65(6s” — 2)(s* + 1) 2453 + 24s

(82 + 1)6 - (52 + 1)4

2453 — 245 24s(s®> — 1)
Hi it volgt dat F = = :
lerult volgt da (5) (82 + 1)4 (52 + 1)4

3. Bepaal eerst de eigenvectoren van A :

0 -1 0 1 0 -1 1
rir=ro=1: —4 4 4 ~ 0 1 0 — U=
6 —7 —6 0 0 0 1
en
2 -1 0 2 -1 0 1
rg = —1 : —4 6 4 ~ 0 1 1 — U3 = 2
6 -7 —4 0 0 0 —2

De matrix A is dus niet diagonaliseerbaar. We bepalen daarom een gegeneraliseerde
eigenvector v, behorende bij de eigenwaarde r =1 : (A — I)vy = v;. Dus:

0 -1 01 10 —1] -1 0
4 4 4l0]|~l01 0] -1 — wy = -1 (bijv.).
6 —7 —6| 1 00 0| 0 1

De algemene oplossing van het homogene stelsel z’(t) = Az(t) is dus :

1 1 0 1
z,(t)=c1 | O el + ¢y 0 Jt+ | -1 el 4¢3 2 |e .
1 1 1 -2

Vervolgens zoeken we een particuliere oplossing x,,(t) van het inhomogene stelsel 2'(t) =
Az(t) +g(t). Stel z,(t) = (uyt 4 uy)e™", dan volgt

2
—uyt —uy +uy = Augt + Aug + | 0
2



Hieruit volgt :

Auy = —uy (A+Duy =0
2 PN 2
Aug+ [ 0 | = —uy + 1y, (A+Duy=u;— | 0
2 2
1 «
Dus : u; = « 2 = 2a , waarbij @ € R zo bepaald moet worden dat
-2 —2a
2
(A+Tuy =u; — | 0 | oplosbaar is :
2
2 —1 0 a—2 2 -1 0 a—2
-4 6 4 2a ~1 0 4 4| 4a—-4
6 -7 —4| 2a—-2 0 -4 -4 | —ba+4

Hieruit volgt dat & = 0 (en dus u; = 0) gekozen moet worden. Verder volgt dan :

2 -1 0] -2 ~1
0 1 1| -1 — u,=| 0 (bijv.).
0 00| 0 ~1

De oplossing van het inhomogene stelsel is dus :

1 1 1 0 1
zt)=—[ 0 Jet+e| 0 |+ 0 |t+ | -1 el +c3 2 |e .
1 1 1 1 -2

d d
4. (a) Voor de kritieke punten moet gelden dat d—f =0en dii = 0 oftewel

(x—1)(y—2)=0 en zy=0.
Hieruit volgt : (z,y) = (1,0) en (z,y) = (0,2) zijn de enige kritieke punten.
(b) Stel dat F(z,y) = (z —1)(y — 2) en G(z,y) = xy, dan volgt dat

Fp=y—2 Fy=2—-1 Gy=y en G,=u.

Voor (z,y) = (1,0) vinden we dan

/
. = 20 . met eigenwaarden 11 =1 en 1o = —2.
Yy 0 1 Yy

Dus : (z,y) = (1,0) is een zadelpunt. Voor (z,y) = (0,2) vinden we dan

/
v = 0 -1 a: met eigenwaarden 1o = +iv/2.
Yy 20 Yy ’

Dus : (z,y) = (0,2) is een centerpunt.



(c) Het punt (x,y) = (1,0) is dus een instabiel zadelpunt, terwijl (z,y) = (0,2) een
spiraalpunt of een centerpunt kan zijn. De stabiliteit van het punt (z,y) = (0,2)
kan hiermee niet bepaald worden.

[o.¢]
ao
5. (a) De functie g is even, dus: g(z + Z Qnp, COS ( ) =5 + Z Gy, cOS Nx met
2 [T 2 T 2
aoz/ 22dr=—2% =Zx2
™ Jo 3T 0 3
en
2 [T 2 4
a, = / 2% cos nxdr = — 2% dsin nz
™ Jo nm Jo
2 @ 4 4 4 g
= —z“sin nz| — — a:sinnxda:zQ/ x dcos nr
nm 0 nm Jo nem Jo
4 ™ 4 g
= —xcosnr| —— cos nx dr
n2mw o n’m )
4 4 T 4
= —cosnm— ——sinnz| =—(-1)", n=123,....
n? n?m 0 nz( )
72 2 (=) . .
Dus: g(z) = — + 4 Z cos nz is de gevraagde Fourierreeks.
3 n=1 ’I”LQ

(b) De functie g is continu in & = 0. Voor x = 0 vinden we dus:

n=1

’Il

0=y

w‘ﬂ

6. Stel u(z,t) = X (x)T(t), dan volgt: 4X"(z)T(t) = X (x)T"(t) en dus:

X"(x) 1Tt
X(z) 4 T()

~—

= o (separatieconstante).

Dus: X"(z) — oX(xz) = 0 en T'(t) — 40T(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt:
X (0) =0 en X(27m) = 0. Beschouw dus eerst:

{X”(az) oX(x)=0, 0<z<2rm
X(0) X(2m) =0.

(a) Voor o = 0 vinden we: X”(z) =0. Dus: X (z) = a1z +az. Uit X(0) = X(27) =0
volgt dan a; = a2 = 0. Dus: ¢ = 0 is geen eigenwaarde.



(b) Stel ¢ = A% > 0, dan volgt: X"(x) — A2X(z) = 0 en dus X(x) = by cosh \x +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat b; = 0. Uit X (27) = 0 volgt vervolgens dat
bo sinh 2Am = 0. Dus: be = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve eigenwaarden.

(c) Stel o = —\2 < 0, dan volgt: X"(z) + A?2X(z) = 0 en dus X (x) = cjcos Az +
casin Azx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(27) = 0 volgt vervolgens
dat cosin2Am = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin2\7 = 0 =

2A =n, n = 1,2,3,... oftewel A = g, n =1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden:
2

n
On=—"7» n=123 .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(ﬁ):sin%, n=1,2,3,....

Voor T'(t) vinden we dan T}, (t) = ¢pe ™" met n = 1,2,3,.... Dus:

g Cné sm —

Uit de beginvoorwaarde volgt:
u(z,0) =sinz —sin2z <= Z Cp sin — = sinx — sin 2.
2
n=1
Hieruit volgt dat co =1 en ¢4 = —1 en dat ¢, = 0 voor alle n € {1,3,5,6,7,...}.
De oplossing is dus:

o0
g sin — =e Mging — e gin2z.



