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1. De karakteristieke vergelijking is : r2 + 2r + 1 = 0 ⇐⇒ (r + 1)2 = 0. Dus :
yh(t) = c1e

−t + c2te
−t is de algemene oplossing van de bijbehorende homogene (of

gereduceerde) vergelijking. Stel nu y(t) = u1(t)e−t + u2(t)te−t (methode van variatie
van constanten), dan volgt :

y′(t) = u′1(t)e
−t + u′2(t)te

−t︸ ︷︷ ︸
=0

−u1(t)e−t + u2(t)(1− t)e−t

en
y′′(t) = −u′1(t)e

−t + u′2(t)(1− t)e−t + u1(t)e−t + u2(t)(t− 2)e−t.

Invullen geeft dan : −u′1(t)e
−t + u′2(t)(1− t)e−t = e−t/t2. Dus :{

u′1(t)e
−t + u′2(t)te

−t = 0

−u′1(t)e
−t + u′2(t)(1− t)e−t = e−t/t2

oftewel

{
u′1(t) + u′2(t)t = 0

−u′1(t) + u′2(t)(1− t) = 1/t2.

Hieruit volgt : u′2(t) = 1/t2 en u′1(t) = −u′2(t)t = −1/t. Dus :

u1(t) = − ln t + k1 en u2(t) = −1
t

+ k2

en dus :

y(t) = −e−t ln t + k1e
−t − e−t + k2te

−t = −e−t ln t + c1e
−t + c2te

−t.

2. Stel f(t) =

{
1− cos t, 0 ≤ t ≤ π

2, t ≥ π,
dan volgt :

f(t) = 1− cos t + uπ(t)(1 + cos t) = 1− cos t + uπ(t)(1− cos(t− π)).

Dus :

F (s) = L{f(t)}(s) =
1
s
− s

s2 + 1
+ e−πs

(
1
s
− s

s2 + 1

)
.

Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt :

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) + Y (s) = F (s) =
(
1 + e−πs

) (
1
s
− s

s2 + 1

)
=

1 + e−πs

s(s2 + 1)
.



Met y(0) = 1 en y′(0) = 0 volgt dan

(s2 + 1)Y (s) = s +
1 + e−πs

s(s2 + 1)
=⇒ Y (s) =

s

s2 + 1
+

1 + e−πs

s(s2 + 1)2
.

Breuksplitsing :
1

s(s2 + 1)2
=

A

s
+

Bs + C

s2 + 1
+

Ds + E

(s2 + 1)2

leidt tot

1 = A(s2 + 1)2 + (Bs + C)s(s2 + 1) + (Ds + E)(s2 + 1)
= (A + B)s4 + Cs3 + (2A + B + D)s2 + (C + E)s + A.

Hieruit volgt : A = 1, B = −1, C = 0, D = −1 en E = 0. Dus :

Y (s) =
s

s2 + 1
+

(
1
s
− s

s2 + 1
− s

(s2 + 1)2

) (
1 + e−πs

)
=

1
s
− s

(s2 + 1)2
+ e−πs

(
1
s
− s

s2 + 1
− s

(s2 + 1)2

)
.

Terugtransformeren geeft tenslotte

y(t) = 1− 1
2
t sin t + uπ(t)

[
1− cos(t− π)− 1

2
(t− π) sin(t− π)

]
.

3. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt : sY (s)− y(0) =
1
s

+
1

s + 1
+

s

s2 + 1
Y (s) oftewel

s

(
1− 1

s2 + 1

)
Y (s) = 1+

1
s
+

1
s + 1

=
s2 + 3s + 1

s(s + 1)
⇐⇒ s3

s2 + 1
Y (s) =

s2 + 3s + 1
s(s + 1)

.

Dus :

Y (s) =
(s2 + 1)(s2 + 3s + 1)

s4(s + 1)
=

s4 + 3s3 + 2s2 + 3s + 1
s4(s + 1)

=
A

s
+

B

s2
+

C

s3
+

D

s4
+

E

s + 1
.

Hieruit volgt :

s4 + 3s3 + 2s2 + 3s + 1 = As3(s + 1) + Bs2(s + 1) + Cs(s + 1) + D(s + 1) + Es4

= (A + E)s4 + (A + B)s3 + (B + C)s2 + (C + D)s + D

met als oplossing : A = 3, B = 0, C = 2, D = 1 en E = −2. Dus :

Y (s) =
3
s

+
2
s2

+
1
s4
− 2

s + 1
=⇒ y(t) = 3 + t2 +

1
6
t3 − 2e−t.



4. Bereken eventueel eerst de eigenwaarden van A :

|A− rI| =

∣∣∣∣∣∣
−1− r 1 1

0 1− r 2
0 −2 −3− r

∣∣∣∣∣∣ = (−1− r)(r2 + 2r + 1) = −(r + 1)3.

Dus : r = −1 (3×). Bepaal de eigenvectoren van A :

r = −1 :

 0 1 1
0 2 2
0 −2 −2

 ∼

 0 1 1
0 0 0
0 0 0

 =⇒ v1 =

 1
0
0

 en v2 =

 0
1

−1

 .

De matrix A is dus niet diagonaliseerbaar. Merk op, dat x1(t) = v1e
−t en x2(t) = v2e

−t

oplossingen zijn. Stel vervolgens x(t) = (u1t + u2) e−t, dan volgt :

(−u1t− u2 + u1) e−t = (Au1t + Au2) e−t

en dus : Au1 = −u1 en Au2 = −u2 + u1 oftewel{
(A + I)u1 = o

(A + I)u2 = u1.

Dus : u1 is een eigenvector van A behorende bij de eigenwaarde −1 en u2 is een bij-
behorende gegeneraliseerde eigenvector. We moeten nu u1 = αv1 + βv2 zo kiezen dat
(A + I)u2 = u1 oplosbaar is : 0 1 1

0 2 2
0 −2 −2

∣∣∣∣∣∣
α
β
−β

 ∼

 0 1 1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
α
0
0

 mits β = 2α.

Kies nu bijvoorbeeld α = 1 en β = 2 : u1 =

 1
2

−2

 en u2 =

 0
1
0

, dan is

x3(t) = (u1t + u2) e−t ook een oplossing. De algemene oplossing is dus :

x(t) = c1v1e
−t + c2v2e

−t + c3 (u1t + u2) e−t

oftewel

x(t) = c1

 1
0
0

 e−t + c2

 0
1

−1

 e−t + c3


 1

2
−2

 t +

 0
1
0

 e−t.

5. (a) f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

2
met

a0 =
2
2

∫ 2

0
f(x) dx =

∫ 1

0
x dx +

∫ 2

1
(2− x) dx =

1
2
x2

∣∣∣1
0
+

[
2x− 1

2
x2

]2

1

= 1



en

an =
2
2

∫ 2

0
f(x) cos

nπx

2
dx =

∫ 1

0
x cos

nπx

2
dx +

∫ 2

1
(2− x) cos

nπx

2
dx

=
2

nπ

∫ 1

0
x d sin

nπx

2
+

2
nπ

∫ 2

1
(2− x) d sin

nπx

2

=
2

nπ
x sin

nπx

2

∣∣∣1
0
− 2

nπ

∫ 1

0
sin

nπx

2
dx

+
2

nπ
(2− x) sin

nπx

2

∣∣∣2
1
+

2
nπ

∫ 2

1
sin

nπx

2
dx

=
2

nπ
sin

nπ

2
+

4
n2π2

cos
nπx

2

∣∣∣1
0
− 2

nπ
sin

nπ

2
− 4

n2π2
cos

nπx

2

∣∣∣2
1

=
4

n2π2
cos

nπ

2
− 4

n2π2
− 4

n2π2
cos nπ +

4
n2π2

cos
nπ

2

=
4

n2π2

[
2 cos

nπ

2
− 1− (−1)n

]
, n = 1, 2, 3, . . . .

(b) f(x) =
∞∑

n=1

bn sin
nπx

2
met

bn =
2
2

∫ 2

0
f(x) sin

nπx

2
dx =

∫ 1

0
x sin

nπx

2
dx +

∫ 2

1
(2− x) sin

nπx

2
dx

= − 2
nπ

∫ 1

0
x d cos

nπx

2
− 2

nπ

∫ 2

1
(2− x) d cos

nπx

2

= − 2
nπ

x cos
nπx

2

∣∣∣1
0
+

2
nπ

∫ 1

0
cos

nπx

2
dx

− 2
nπ

(2− x) cos
nπx

2

∣∣∣2
1
− 2

nπ

∫ 2

1
cos

nπx

2
dx

= − 2
nπ

cos
nπ

2
+

4
n2π2

sin
nπx

2

∣∣∣1
0
+

2
nπ

cos
nπ

2
− 4

n2π2
sin

nπx

2

∣∣∣2
1

=
4

n2π2
sin

nπ

2
+

4
n2π2

sin
nπ

2
=

8
n2π2

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

(c) Stel u(x, y) = X(x)Y (y), dan volgt : X ′′(x)Y (y) + X(x)Y ′′(y) = 0 en dus :

X ′′(x)
X(x)

= −Y ′′(y)
Y (y)

= σ (separatieconstante).

Dus : X ′′(x)− σX(x) = 0 en Y ′′(y) + σY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt :
X(0) = 0, X(2) = 0 en Y (2) = 0. Beschouw dus eerst :{

X ′′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < 2
X(0) = 0, X(2) = 0.

i. Voor σ = 0 vinden we : X ′′(x) = 0. Dus : X(x) = a1x + a2. Uit X(0) =
X(2) = 0 volgt dan a1 = a2 = 0. Dus : σ = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel σ = λ2 > 0, dan volgt : X ′′(x)− λ2X(x) = 0 en dus X(x) = b1 coshλx +
b2 sinhλx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat b1 = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens
dat b2 sinh 2λ = 0. Dus : b2 = 0, want λ 6= 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.



iii. Stel σ = −λ2 < 0, dan volgt : X ′′(x) + λ2X(x) = 0 en dus X(x) = c1 cos λx +
c2 sinλx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat c1 = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens
dat c2 sin 2λ = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin 2λ = 0 =⇒
2λ = nπ, n = 1, 2, 3, . . . oftewel λ =

nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . .. Er zijn dus negatieve

eigenwaarden :

σn = −n2π2

4
, n = 1, 2, 3, . . .

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x) = sin
nπx

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Voor Y (y) vinden we dan Y ′′(y)− λ2Y (y) = 0 met algemene oplossing

Y (y) = d1 coshλy + d2 sinhλy of Y (y) = d′1 coshλ(2− y) + d′2 sinhλ(2− y).

Met Y (2) = 0 volgt dan

Yn(y) = sinh
nπ(2− y)

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

Dus :

u(x, y) =
∞∑

n=1

cn sin
nπx

2
sinh

nπ(2− y)
2

.

Uit de beginvoorwaarde volgt :

u(x, 0) = f(x) ⇐⇒
∞∑

n=1

cn sinhnπ sin
nπx

2
= f(x).

Dit is een Fouriersinusreeks voor f , dus met onderdeel (b) vinden we nu :

cn sinhnπ =
2
2

∫ 2

0
f(x) sin

nπx

2
dx =

8
n2π2

sin
nπ

2
, n = 1, 2, 3, . . . .

De oplossing is dus :

u(x, y) =
∞∑

n=1

8 sin nπ
2

n2π2 sinhnπ
sin

nπx

2
sinh

nπ(2− y)
2

.


