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1. De karakteristicke vergelijking is : 72 +2r +1 =0 <= (r+1)2 = 0. Dus :
yn(t) = cie”! + cote™? is de algemene oplossing van de bijbehorende homogene (of
gereduceerde) vergelijking. Stel nu y(t) = uy(t)e™ + ug(t)te™ (methode van variatie
van constanten), dan volgt :

Y (t) = vy (t)e t +ub(t)te ™ —up(t)e ™ + ug(t)(1 —t)e™*

y'(t) = —ui (et +uh(t) (1 —t)e ™t +ug(t)e " + ug(t)(t —2)e".

Invullen geeft dan : —uf(t)e™ +uh(t)(1 — t)e~t = e~!/t%. Dus:

{ uf (t)e ™t + uh(t)te t =0 o] { uf (t) + uh(t)t =0
—uj (et +ub(t)(1 — t)e t = e/t —ul () + uh(t) (1 —t) = 1/t2,

Hieruit volgt : ub(t) = 1/t en v} (t) = —uh(t)t = —1/t. Dus :

1
up(t)=—Int+ky en wus(t) = - + ko

en dus :
y(t) = —etInt+ ket —e t+kotet = —etInt + cret + eote .
1—cost, 0<t<m
2. Stel f(t) = dan volgt :
2, t>m,
f(t) =1—cost+ ur(t)(1+cost) =1 —cost + ur(t)(1 — cos(t — m)).
Dus :

Fls) = L)) = - — 5 +€_m<1_ 8 >

s s2+1 s s2+1
Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt :

1 s >_1—|—e”s

sV (s) = sy(0) = ¢/ (0) + Y (s) = F(s) = (1 + ™) <5 T2 1) T st



Met y(0) = 1 en ¢/(0) = 0 volgt dan

1+e775 s 1+e7 7
2
DY (s) = — Y(s) = .
(DY) =+ o =21 e
Breuksplitsing :
1 A N Bs+C Ds+FE
s(s2+1)2 s s241 0 (s2+1)2
leidt tot

1 = A +1)2+(Bs+C)s(s* +1) + (Ds + E)(s* +1)
= (A+B)s*+ 0>+ (2A+ B+ D)s* + (C + E)s + A.

Hieruit volgt : A=1, B=—-1,C=0,D=—1en E=0. Dus:
Y(s) = S 4 (i__5 ¢ (1+e7™)
o824 s s2+1  (s2+1)2

1 s s (1 s s
= e = - - :
s (s241)2 s 241 (s241)2

Terugtransformeren geeft tenslotte

Yt =1— %tsint +un(t) [1 ~ cos(t — ) — %(t ) sin(t - w)] .

1 1
- Stel dat ¥ (s) = £{y(1)}(5). dan volgt = s (s) ~y(0) = -+~ + ﬁ

1 1 1 213s+1 3 243541
s<1—>Y(s):1++ S e MU S VN e i

s2+1 s s+1  s(s+1) s2+1 s(s+1)
Dus :
2 2 4 3 2
+1 +3s+1 +3s°+2s°+3s+1 A B C D E
Y(s):(s zl(s s ):5 54 s s _ A, B, 0D E
st(s+1) st(s+1) s s2 0 3 st os+1

Hieruit volgt :
s'+35°+2s +3s+1 = As*(s+1)+ Bs*(s+1)+Cs(s+1)+ D(s + 1) + Es*
= (A+E)s*+(A+B)s* +(B+C0)s*+ (C+ D)s+ D
met als oplossing : A=3,B=0,C=2,D=1en FE=—-2. Dus:

3 2 1 2 1
Y ="+ 54— - — ) =342+ =3 — 27t
(5) s+52+34 s+1 y(t) + +6 €



4. Bereken eventueel eerst de eigenwaarden van A :

—1—r 1 1
|A —rl| = 0 1-r 2 =(=1=r)(r?*+2r+1)=—(r+1)3
0 -2 -3-r
Dus : r = —1 (3x). Bepaal de eigenvectoren van A :
0 1 1 0 1 1 1 0
r=-—1": 0 2 2 |~1000 = vy=| 0 | envy, = 1
0 -2 -2 0 00 0 -1

De matrix A is dus niet diagonaliseerbaar. Merk op, dat x;(t) = vie ™ en x5(t) = vye™*

oplossingen zijn. Stel vervolgens x(t) = (ut + uy) et dan volgt :

(—ugt —ug +up) et = (Augt + Auy) e’

en dus : Au; = —u; en Auy = —uy + uy oftewel
(A+Du; =0
(A4 Duy = u;.

Dus : u; is een eigenvector van A behorende bij de eigenwaarde —1 en u, is een bij-
behorende gegeneraliseerde eigenvector. We moeten nu u; = av; + Bvy zo kiezen dat
(A + Iuy = u; oplosbaar is :

0 1 1| « 01 1]«
o 2 2| p ~1 00 0] 0 mits 3 = 2o
0 -2 -2 | —p 0000
1 0
Kies nu bijvoorbeeld o« = 1 en f = 2 : u; = 2 en u, = 1 ], dan is
-2 0

x5(t) = (uyt + uy) e 0ok een oplossing. De algemene oplossing is dus :

2(t) = cruge " + cavge " + 3 (ugt + uy) e

oftewel
1 1 0
zt)=c | 0 |et+e 1 |et4e 2 |t+ [ 1 et
0 — -2 0



en

2 [? nmwT 1 nmwx 2 nmx
a, = - f(x)coswdm:/ xcosﬂdx+/(2—m)cos7rdx
2 1 2 [?
- = z dsin nrr + = (2 — x)dsin nry
nm Jo 2 nw Jq 2
2 . nmx|l 2 /1 . nmTT
= —zsin——1| — — sin — dx
nm 2 lo nm)jy 2
2 2 2 [?
+ —(2—z)sin nre — / sin 2 g
nm 2 i nm /)y
nmw + 4 nmx |l 2 nmw 4 nwx |2
= —sin— 4+ ——-c0s—| — —sin— — —— cos —
nmw 2 n2m? 2 lo nrw 2 n2m? 2
nmw 4 4 n s
= ——(C0S— — ———= — cos nmw coS —
n2m? 2 n2n2  n2r2 n2m2 2
nw
= [2c037_1_(—1)"}, n=1,2,3,....

(o)
. nnx
= E by, smT met
n=1

9 2 1 2
b, = = f(a:)sinmd:z::/ a:sinmdx+/(2—x)sinmd:n
2 o 2 0 2 . 2
2 1 2 [?
= 2 | zdeos T 2 (2—m)dcos@
nim 0 2 nmw J1 2
2 nmx |l 2 /1 T
= ——TCoSs— — cos — dx
2 lo nmjy
2 2 2 [?
— —(2 —x)cos L / cos nre dx
nw 1 nw)p
2 mr+ 4 n7r:v1+2 nm 4 . nmx)|?
= ——C0S— + ——sin — — COS — — ———= sin ——
nm 2 n2m? 2 lo nrw 2 n2m? 2
. nm 4 . nm 8 . nmw
= WSIHT—FWSIHTZW&H?, n:1,2,3,....
(c) Stel u(z,y) = X(x)Y (y), dan volgt : X" ()Y (y) + X(2)Y"(y) =0 en dus :

X'(z) __Y"(y)
X(x) Y(y)

Dus: X"(z) —oX(z) =0en Y"(y) + oY (y) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt :
X(0) =0, X(2) =0en Y(2) =0. Beschouw dus eerst :

=0 (separatieconstante).

X"(z)—0oX(x)=0, 0<z<2
{X(O)—O, X(2) = 0.

i. Voor o = 0 vinden we : X”(x) = 0. Dus : X(z) = a1z + ag. Uit X(0) =
X (2) =0 volgt dan a; = ag = 0. Dus : 0 = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel o = A2 > 0, dan volgt : X”(z) — A2X(z) = 0 en dus X (z) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens
dat besinh2\ = 0. Dus : by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.



iii. Stel 0 = —\2 < 0, dan volgt : X”(x) +A?X(z) = 0 en dus X (x) = ¢1 cos Az +
casin Azx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens

dat casin2A = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin2\A = 0 —
2 =nm, n=1,2,3,... oftewel A = %, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden :
2,2
n°m
Op = — , n=1273, ...
met bijbehorende eigenfuncties
nwT
Xp(x) = SinT’ n=123,....

Voor Y (y) vinden we dan Y”(y) — A2Y (y) = 0 met algemene oplossing
Y (y) = dycosh Ay + dasinh Ay of Y (y) = d) cosh A\(2 — y) + d} sinh A\(2 — y).

Met Y (2) = 0 volgt dan

9
Kmnzsmhmﬂ2w, n=123,....
Dus :
S nmx nm(2 —y)
u(z,y) = Z ¢y, Sin 5 sinh 5 .
n=1
Uit de beginvoorwaarde volgt :
— nmx
U(QU’O) = f(x) <= ch sinhmrsinT = f(g;)

n=1
Dit is een Fouriersinusreeks voor f, dus met onderdeel (b) vinden we nu :

2 [? 8
¢p sinhnm = 2/ f(zx) sin?daﬁ S S
0

Sasin, n=123,...

De oplossing is dus :

fe'e) .
8sinr . nmz . nw(2—y)
u(x,y) = Zl e sin 5 sinh 5 .



