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1. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt : sY(s) —y(0) +2Y (s) = o +e ™ en dus
s
(54 2V (s) =1+ o o™ = $40 s
244 244 '
Hieruit volgt dat
s+6 e "

YO = arome s Tire

Met behulp van breuksplitsing vinden we dan :

s+ 6 A Bs+C

512214 st+2 ' 2+4

en dus
s24+6=A(s>+4)+ Bs(s +2) +C(s+2) = (A+ B)s* + (2B + O)s + 4A + 2C.

Hieruit volgt :

A+B=1
2B+C =0 == A—5 B = L C—l
= =7 =-; °n =5
4A+2C =6
Dus : )
5 1 1 s 1 2 e "
Y(s) =2 _ 2 ° :
) =1sr2 a9 +d T a2+a T s12
Terugtransformeren levert ten slotte :
) 1 1
y(t) = Se 2 — ~cos 2t + ~ sin 2t + uy (t)e 27,
4 4 4
1
2. Stel dat Y (s) = L{y(t)}(s), dan volgt : sY (s) —y(0) = - + %Y(s) oftewel
s s

1 1 s+1 s3 s+1
S(l >Y<8)_1+$_ p <~ mY(S)— p .



Dus :
s+1)(s2+1 SS+s24+s+1 1 1 1 1
y(s= CFVEHD  Sasibsrl 1 1 11
S S S S S S

Terugtransformeren geeft dan :

1 1
) =1+t+ —t>+ =3,
y(t) Tttt

. Bepaal eerst de eigenvectoren van A :

0 -1 0 1 0 -1 1
rir=ro=1": —4 4 4 ~ 0 1 0 — U=
6 —7 —6 0 0 0 1
en
2 -1 0 2 -1 0 1
rg = —1 : —4 6 4 ~ 0 1 1 — U3 = 2
6 —7 —4 0 0 0 —2

De matrix A is dus niet diagonaliseerbaar. We bepalen daarom een gegeneraliseerde
eigenvector v, behorende bij de eigenwaarde r =1 : (A — I)vy = vy. Dus:

0 -1 0]1 10 -1 -1 0
4 4 4|0 |~l01 o0 -1 — vy = -1 (bijv.).
6 —7 —6| 1 00 0| 0 1

De algemene oplossing van het homogene stelsel z’(¢t) = Az(t) is dus :

1 1 0 1
z,(t)=c1 | O el + ¢y 0 Jt+| -1 el 4¢3 2 |e .
1 1 1 -2

Vervolgens zoeken we een particuliere oplossing x,,(t) van het inhomogene stelsel 2'(t) =

Az(t) +g(t). Stel z,(t) = (uyt 4 uy)e™", dan volgt :

2

—uyt — Uy + Uy = Aﬂﬂ + Aﬂz + 0

2

Hieruit volgt :
Auy = —uy (A+Du; =0

2 — 2
AQQ"F 0 = —Uy + Uy (A+I)22:E1_ 0
2 2



Dus : u; = « 2 = 2c , waarbij a € R zo bepaald moet worden dat
—2 —2«
2
(A4 Duy =u; — | 0 | oplosbaar is :
2
2 -1 0 oa—2 2 -1 0 a—2
-4 6 4 2a ~1 0 4 4| 4a-—-4
6 -7 —4| —2a—-2 0 -4 —4| —b5a+4

Hieruit volgt dat o = 0 (en dus u; = 0) gekozen moet worden. Verder volgt dan :

2 -1 0] —2 ~1
0 1 1] —1 — w=| 0 (bijv.).
0 0 0] 0 ~1

De oplossing van het inhomogene stelsel is dus :

1 1 1 0 1
zt)=—1 0 Je'4er | 0 e +e 0 |t+ | -1 el + c3 2 | et
1 1 1 1 -2
dx

dy
i 0 en i 0 oftewel

(r—1)(y—2)=0 en xy=0.

4. (a) Voor de kritieke punten moet gelden dat

Hieruit volgt : (z,y) = (1,0) en (x,y) = (0,2) zijn de enige kritieke punten.
(b) Stel dat F(z,y) = (z — 1)(y — 2) en G(x,y) = xy, dan volgt dat

Fzzy—2, Fy:x—l, Gx:y en Gy:l’.

Voor (z,y) = (1,0) vinden we dan

/
v = -2 0 v met eigenwaarden r; =1 en 7r9g= —2.
Yy 01 Yy

Dus : (z,y) = (1,0) is een zadelpunt. Voor (z,y) = (0,2) vinden we dan

/
w = 0 -1 w met eigenwaarden 1o = +iv/2.
Yy 2 0 Yy ’

Dus : (z,y) = (0,2) is een centerpunt.

(c) Het punt (x,y) = (1,0) is dus een instabiel zadelpunt, terwijl (z,y) = (0,2) een
spiraalpunt of een centerpunt kan zijn. De stabiliteit van het punt (z,y) = (0,2)
kan hiermee niet bepaald worden.



a
(a) f(a:):50+2ancos—met
n=1
2 [? ! 1,1 1
ap = - f(x)dx:/(l—w)dx:[x—x} =—
2 Jo . 2" |, " 2
en
9 2 1 9 1
a, = = f(x)cosd:c:/(l—x)coswdx: (1—:B)dsm—$
2 0 0 nm Jo 2
2 12t 4 1
= —(1—x)sm@ / sin L dg = 0 — 55 @‘
nmw 2 lo nrm)jy s 2
4
= m[l—cosg}, n:1,2,3,
oo
(b) f(m):ansm—met
n=1
2 [ L T
bp = = f(x)smdx:/(lx)sindx
2.Jo 0
2 (! 2 o2
= —— (1—x)dcosw:——(1—x)cosw / cos 2L
nm Jo 2 nmw 2 lo nm)jy
2 4 . nmxl 2 4 . nm
= E—WSIHT’():%—WSIHT, n:1,2,3,....

(c) Stel u(z,t) = X(x)T(t), dan volgt : X" (z)T(t) = 4X (x)T"(t) en dus :
X"a) _,T'(1)
= 4 =
X(z) T
Dus : X"(z) —oX(x) =0 en 47"(t) — oT(t) = 0. Uit de randvoorwaarden volgt :
X(0) =0en X(2) =0. Beschouw dus eerst :

o (separatieconstante).

X"(z)—0oX(x)=0, 0<z<2
{ X(0)=0, X(2)=0.

i. Voor o = 0 vinden we : X”(x) = 0. Dus : X(z) = a1z + ag. Uit X(0) =
X(2) =0 volgt dan a3 = a2 = 0. Dus : 0 = 0 is geen eigenwaarde.

ii. Stel 0 =A% > 0, dan volgt : X" (x) — A2X(x) = 0 en dus X (x) = by cosh Az +
by sinh Az. Uit X (0) = 0 volgt dan dat by = 0. Uit X (2) = 0 volgt vervolgens
dat bysinh2X = 0. Dus : by = 0, want A # 0. Er zijn dus geen positieve
eigenwaarden.

iii. Stel ¢ = —A\? < 0, dan volgt : X" (x) +A2X(2) = 0 en dus X (x) = ¢1 cos Az +
casin Azx. Uit X(0) = 0 volgt dan dat ¢; = 0. Uit X(2) = 0 volgt vervolgens
dat cosin2A = 0. Er bestaan dus niet-triviale oplossingen als sin2\A = 0 —
2 =nm, n=1,2,3,... oftewel A = %, n=1,2,3,.... Er zijn dus negatieve

eigenwaarden :

Op = — 1 n=123,...

met bijbehorende eigenfuncties

Xn(x):sin?, n=123,....



Voor T'(t) vinden we dan T, (t) = e~ t/16 et n = 1,2,3,.... Dus:
= nwr _ 2 2
u(x,t) = ch sin Te‘” mt/16,
n=1

Uit de beginvoorwaarde volgt :

o0

u(z,0) = f(z) <— Cn sinT = f(x).

n=1
Dit is een Fouriersinusreeks voor f, dus met onderdeel (b) vinden we nu :

nmwT 2 4 nmw

2 [? , :
cn:2/0 f(ZL‘)Slan:L':E—WSHl?a n=123,....



